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ГЛАВА [. 


О безконечно-убывающихь величинахъ, 


$ 1. Постоянныя и перемфиныя, 


Количество называется постоянным», если оно вполнЪ опре- 
дулено—-или волЪдстые какой-нибудь теоремы, или вслфдстве 
условЙ какой-нибудь задачи. 

Такъ, напримбръ, отношеше периметра къ Шаметру круга 
есть постоянное количество, и рышене уравневйя: 


21 =4 


— 8 есть количество постоянное. 


Въ теоремахъ и задачахъ могутъ встрФчаться количества, 
неопред\ленныя. Ихъ по произволу возможно приравнивать по- 
стоянной, не нарушая услов теоремы или задачи. Если тре- 
буется указать на то, что такое количество необходимо прирав- 
нять не одному, а постепенно цёлому ряда постоянныхь коли- 
чествъ, то такое количество будемъ называть зарелиьннымь 

Если же такое количество надо приравнять одному, хотя и 
любому постоянному количеству, то оно называется произволь- 
пымь постоянным. 

Рядъ постоянных, которым‘ь постепенно прнравниваемъ не- 
ремфнное, будемъ называть его значешями. Мы будемль говорить, 
что перемюниое пробтааеть рябь этихз значе, что оно поелфдо- 
вательно приннмаетъ эти значеня. 


$ 2.0 функщи. 


Если гаждому значению а; одно ппрелтьинио ® соотвплиствуета 
опредленное значение у; друюло перемъинио у, то У называется 
фунишёей оть 9. 


Такъ, напримьръ, у ==, есть фунишя отъ =; здЪеь каждому 
значению х соотвЪтствуеть опредфленвое значене у. Такъ, если 
у=4, если х=38. то у=9 н т. д. Точно также 
у = (07<х, у= вх и т. и. булутъ тоже фунющими отъ х. 

Но и постоянное можно разсматривать, какъ функцию отъ х, 
въ виду того, что значеше его соотвЪтствуетъ вефыть значениям г, 

Мы видим, что у является обусловленнымъ, зависимыме от 
Ка перомьинымь, тогда какъ # авлнетсея необусловленнымт, пезави- 
симымь переьннымь, Если существуеть такая зависимость между 
двумя перемфнными, —мы внодизуь для обозначетя ея букву Ё, по- 
слЪ которой независимая перемфинан ставится въ скобкахъ; такъ: 


у=Из. 


Это обозначаетъ, что у есть функция, ошь =. При эточъ, буква 
{ обозначаетъ здЪеь какъ опредЪленную, такъ и неопредьленную 
функцио. Если. же ветрьчается иЪеколько функщИ, то для обозна- 
чешя ихъ употребляются буквы №, $ и друмя. 


$ 3. Безконечно-убывающия. 


Въ средь перемфнныхъ важную роль играютъ безконечно- 
убываюция величины, для выяснены свойствъ которыхъ раз- 
смотримъ предварительно слфудующи иримфръ. 

Возьмемъ окружность (чертежъ #} и въ ней вписанный уголъ ©, 
Положене одного белра АВ вполнф опредълено, другое же АС 
измфняетъ свое положене, т. е. 
вписанный уголъ © измфпяеть 
свою величину. ЗдЪеь длина хор- 
ды АС = у есть функйм угла $, 

и= 13). 

Съ увеличемемь угла, по 
крайней мрЪ вачиная съ изь\Ъ- 
стнаго значешя его, хорда АС 
уменышается. Мы видимъ, что 
длина хорды можетъ принять какое-угодно малое значен, напри- 
мЪръ, можеть сдЪлаться меныйе произвольно взятаго малаго зна- 
чены 8; но, уменьшаясь, ова вЪ то же время не можетт, принять 


значене, равное нулю, пзтому что разстояте между двумя точками 
па окружности, т. е. длина хорды, не можетъ быть равна нулю. 

Этотъ примфръ унсняетъ намъ существоваше такихъ перемфн- 
пыхъ, которыя постепенно принимаютъ все меньши и меньшя 
значены, но никогда не могутъ обратиться въ нуль. Они 
принадлежать къ числу безноненно-убывалющииеь величины, 0 кото- 
рыхъ даемь слёдующее нонят!е: 

Если перемЪнное, назовемъ его а, пробЪгаетъ безконечный 
рниъ значенй: 


1, 0, в... ба, ба. 


и если всегда возможно къ каждому, произвольно взятому, малому 
положительному постоянному # найти такое значеше чи, чтобы о» 
и всЪ слЪдуоция за нимъ значешя #&и--1, Эта . . . ПО числен- 
ной величинЪ были меньще $, 


т.е. [би | А, | Чиа | 5, || <К..., 


то перемфнное а называется безнонечно-убызающиме. 


$ 4. Предфлы. 


Вернемся къ нашему примфру предыдущаго параграфа и раз- 
смотримъ измЪневе угла $ при безконечно убывающей хорлЪ АС. 

Величина этого угла посте- 
пенно увеличивается; но суще- 
ствуютъ знпаченя, которыя онъ 
принимать не можеть, нанри- 
мЪруъ, уголъ не можетъ принять 
значеше, равное П’АВ, потому 
что ливя АО’ пересфкаетъ окруж- 
вость по другую сторону хорды 
АВ и образуетъ хорду АЕ’. Суще- 
ствуеть только одно положен!е 
АЕ луча, который при этомъ уже 
пе является сЪкущей; онъ за- 
нимаетъ положеше касательной. Уголъ, составленный каса- 
тельной АР и хордой АВ, есть такой, оть котораго перемфнный 
уголь 4 всегда отличается Разность ГАВ— можно сдфлать 


4 


меньше произвольно малой величины, т. е, заставить безковено 
убывать, Уголъ КАВ называется предфльнымъ значетемъ пе- 


ремфннаго угла ©. 


Пред 


” Пусть перемнное & разнствуетъ отъ своего предфла в наа, 
такъ что 


в —а- а. 
Мы, вмЪето этой формуль, будемъ писать: 
йт и =а 


{т. читается Ниле, что значить —предЪлъ) 


Дредвле безноненно ибывионито. вседа нуль и а = 0; но нужно 
замЪфтить, что безконечно убывазющее имЪетЪ только этотъ пре- 
ДЪлЪ, ‚до можетъ и викогда. не. равняться. ему. 


Необходимо замЪфтить, что перемфнная можетъ быть — или 
только менЪе или только болЪе своего предъла; или же она бу- 
деть-——то менфе, то болфе этого предВла. 


8 5. Теоремы, насающяяся безконечно-убывающихь перемфнныхъ. 


Мы приступимъ къ доказательству теоремъ, основныхъ въ 
исчислени безнечно-убывающихъ величинъ и предъловъ. 


1. Сумма деть безконечно убыввюцигиь переминныее веть безконеино 
Убывающее перелиьнное. 
Пусть « пробЪъгаеть значеня: 
5, ба, ба, а, бла, Яша... 
и В пробфгаетъ значения: 
2, В, В... Вж, быть Виа - 


такъ, чтооы «--В пробЪгало значеня: 


10 и] ] |: Е 
а -- В, в -- Ва, На... би Ра, барр Е Вань бт е. . 


< 


Сльдуеть доказать (см. $3 8), что существуеть значеше т 
такое, что при данномъ положительномъ # 


| в Вы | < № 
| пачыр 5 вы-ы | < № 


ит. д. Въ самомь дЪлф, разложимъ # на №, -- &. Тогда можно 
опредЪлить а» такъ, чтобы: 


а А, [| <... 
и Ви такъ, чтобы: 
Варе | <, | | <... 

Если т >рит > а, то и будетъ (8 3) 

+1 | <®, [| жве | ЗВ... - 

Ва [№ | Зы | <... 

Отъ сложеня соотвфтствующихть неравенств получается: 
ана -Н Вам | < Вы... 

а такъ какъ м -- 


№ то изъ неравенствъ слФдуеть: 
ан Е Зичи | < & 

Этимъ назта теорема доказана, 

Легко доказать, что и сумма вонеинию числа безконечно 
убывающнхъ перемфнныхъ есть безнонеино-убывалощее перемЪнное. 
Съ этого Цфяьо возможно пользоваться формуло 

ао = вос 


Во распространить это правило на безконеиное Число слагае- 
мыхЪ невозможно. 


417 Произведено перемьниио безконенно убывиющего на переменное, 
не превминиощее по числовой величииь опредъленное значене с, есть 
переменное безконемно убывающее 

Пусть « пробфгаегъ зиаченя: 

а, , а... бы, Чт. - 


согласно условно. что а безконечно убываетъ, и пусть # въ 
то-же время пробфгаетъ значешя 


2, 2, 2,2 .., бы, атм, с... 


6 


удовлетворяюсия условно, что: 
[1 [< ..... |4 | < 6, [би | «6. 
Произведеше яд = 8 будетъ пробЪгать значеня: 


1 1 = ВЫ, 42 № == №, о. о. ан Ат Я Ви 


Надо доказать, что по данному & можно найти 3» такое, что: 
РВшт | <, | Виа | < 
Въ самомъ дЬлЪ: 


аа = |4 
| В [== аи хи = | @т |. 4т р 5 | в! 6 

1 .. та : | Хит 
| Зина? == бреет ча! == | бидыа". бизн | < [бань |. 6 


Въ виду того, что а безконечно убываеть, можно найти я» 


такое, что: 
Ё К 

Чиа < —, Яша 9 -- . - 
с с 


поэтому 
й в 

Вены | << | бич [1 в < —. с =й, 
. с 


что и слфдовало доказать. 


ПО. Частное отъ дъленя безкоменно убыватииио на перемьиное, пре- 
въинолощее #0 числовой величинь данное знанене О, безнонечно убываетв- 


а 1 11: 
Представимъ частное — въ видё —. 9; тогда |-—*, волд- 
еа Ей &! 


стые предположешя, < С, и ноэтому примфняема теорема НП къ 


произведенно 
1 


—.а, 
Ей 


$ 6. Безконечно возрастаюция перемфнныя. 


Если перемфнное, назовем его А, пробфгаеть рядъ значенй 
А, Аз, Аз’... Аш, Ам, 


и если каждому произвольно большому положительному посто- 
янному К можно найти такое значеше Аж, что всВ слёдующя 
за нимъ значешя по абсолютному значенно больше К, т. е. 


| Ана | > К || > К . 


то А называется безконечно ‘возраспииошиме перемпинылие. 


1. Если поремъиное А безконенно-возрастаеть, тб перемънное я 


безкоменно убываетз. 


Пусть А пробъгаетъ значевйя: 


А:, Аз, ... Ат, Ана, . 
1 . 
тд -я пробъгаетъ значеня 
1 1 1 1 
и, аа — А 1 А? би Ал 


Надобно доказать, что существуеть а» такое, что: 
жанна ЗА || <... . 


Въ самомъ ДЪлЪ, возможно будетъ найти А» такое, что; 


1 1 
[ А | >, | Ач | > р . 


Поэтому: 
1 
| р р: = Би 
| ан УИ А | ие | Пин <* . 


1 
21. Ебли поремнное 3 безконечно убываеть, то —›^ безконечно возра- 


отчета, 


Въ самомъ дФлЬ, для того, чтобы: 


р й р 
к к 
би | Яна | 

нужно только, чтобы: 

1 1 
бт | < х. | Чате | < т ` 


что, начиная съ н8ёкотораго о», всегда имЪетъ мфето. 


8 7. Отношеше двухъ безконечно убываюшихъ. Способъ сокращения. 


Одна изъ основныхъ задачъ высшаго анализа заключается 
вЪ томъ, что требуется опредфлить значешя отношешя безко- 
нечно убыватоцихъ, п если существует"ь предфлуь, то опредфлить 
его. 

Эта задача въ общемъ случаЪ очевидно не можетъ быть 
рьшщена, а требуетъ въ каждомъ отдЪльномЪъ случаЪ особаго 
метода. Мы здЪсь покажемъ одныъ изъ способовъ, который 
очень часто примЪняется при рЪшенш такихъь вопросовъ, хотя 
и не всегда. Этотъ способъ состоить въ исключении безконечно 
убывающаго изъ числителя и знаменателя. 


Примьръ 1. 


Пусть Ея перем нное, отличающееся отъ а на безконечно 


убывающее а; 
а е=а. 


Тогда и Уз отличается отъ Уч на безконечно убывающую 
величину В. 


если я и слфдовательно 3 безконечно убываютъ. Мы имЪфемъ: 


= —Уа 
[3 #—&4а 
Чтобы имфть возможность исключить безконечно убывающую 
ИЗЪ числителя и знаменателя, разложимъ послфдЕй на множи- 
телей, тогда получимъ; 
В Уз—У 
о (Уз Уз) (И 
По сокращен получается; 


ГДЪ‘числитель не безконечно убывающая; слфдовательно, можно 


рынить вопросъ о и -„, при а безконечно убывающемь на 


основан изложенныхь теоремъ, или, лучше, на основами тео- 
ремъ, приведенных ниже (см. 8 17). Мы, помощью теоремы 
указаннаго параграфа, находимъ 

В 1 1 

ШГ = Ущеуе ^ Уз -уа 

Подобныя соображешя встрёчаются при рёшена другихъ 

задачъ, Напримбръ, если А и В безконечно возрастаютъ, то 
значене разиости В—А не можетъ быть опредЪлено въ общемъ 
случаЪ и опять здЪсь часто примфняетея способъ сокращея; 
напримфръ, если: 


В 


а 
А=Я 
причемъ х безконечно возрастает, то: 


В А=@а-а— 


Открывъ скобки, имфемъ возможность уничтожить 2, такт 
что: 
В А=а, 
слЪдовательно 
#т (В А) = а. 


ПримБръ 1. 
В —А= Уре 


При безконечно возрастающемъ х, члены будутъ безконечно 
возрастать. Чтобы устранить неудобства, мышаюция прямому 
вычислевио, раздълимъ-и умножимъ выражеше на: 


Имфемъ: 


Узе-а—э Уз@ето + 
"Ут -а 


В -А= 
Сдълаемъ умножене: 


ею -и ЕЕ 
Уз от х Ув --а- аз 


В—А 


Ю 


РаздЬлимь ее числителя и знаменателя на 2, тогда 


Вычислеше предфла дЪлается точно также какъ въ предъ- 
илущемь нримЪрЬ; отыскивая отношеше безконечно убываю- 
щихъ, находим: 


- = _@® 
+: 


Г В А} = - г 
ан ( ) И т (1 + 5) 


$ 8. 0 приращешяхь перембнныхъ. 


Чтобы изслЪдовать перемфнность дапной фунещи 
у==Г(®) 
въ зависимости отъ независимаго перемфннаго илн аргумента х, 
мы даемъ х внамал% опредфленное значене х„ тогда у ипрнви- 


маетъ значеше . 
а) о. 


ЗатЪмъь даемъ х другое значеше эх, разность значений аргу- 
мента 


Я — № 
вазовехгь лриращенеме независилино перелвьниео и обозначим это 


приращене 
Ад 


ели приращене имфетъ знакъ положительный, то, слЪдова- 
тельно, увеличено значен!е независимаго перемЪнпао; если же 
знакъ отрицательный, то значеше перемфннаго уменьнтено. 
Прин значети х равномъ а, значене у равно у: 
=) Ра, НА... 0 
Сравнивая значеня у н 9, мы вычитаемъ одно изъ другого 
и получаем. изъ формулъ (а) и (5): 
я — Ка — Га) хе). 
Разность эту называемь приращенемъ значения функщи Г(х,} 
и обозначаемь Ау, или АЁ(х,}, тамъ что изъ {} находимъ 


Арх.) — Рю Аа — 1) 


я — м 


Праращев!е зависимаго перемЪинаго бываеть положительное 
или отрицательное, смотря по тому -- возрастаетъ или убываетъ 
значеше функим., 


8 9. Непрерыеныя фунвий. 


Функщя называется непрерывною, если приращеше ея А у, 
одновременно съ приращешемъ зезависимаго перемВннаго Ах 
безконечно убываегь при каждомъ значени аргумента 2. 


Птакъ, если Ах пробъгаеть рядъ значений; 

об-е бы; бана, 

и Ау соотвфтетвенно: 
в, Зы. 


то къ каждымЪъ двумъ произвольно малымъ числамъ йн# воз- 
можно найти 2 И Вш Такы, что 


Вы, Вы, о 


Раша | ЗА, Г жи | 5%, . 


ыы | <, | | <Ь, 


Пепрерывность функщи выражается пра помощи замфчатель- 
ной формулы, которую мы сейчасъ выведемьъ. 


Пусть: 
у=Д2). 
ПеремЪнному х мы даемъ, какъ въ $ 4 рядъ значенй: 
= а, 
(РД ф 1, ‚ё. . ), причемь а; безконечно убываетъ, 


у при этомъ пробфгаетъ значеши: 


(5); 


но приращешя у должны одновременно съ приращешями д без- 
конечно убывать, поэтому: 


= В = И) -- в 


Сравнивая оба значешя у, мы получаемъ; 
Ка, а) = И) НВ 
Или же, такт какть: 
= -- а. 
Ка) == Им) Е № 
Предфломъь правой части является { (2), т. е. { (в =); по- 
этому, такь какъ предЪлы обфихь частей равны, 


Пт И) = Ат 3). 
$ 10. Разрывъ функц. 


Если услове непрерывности 
ив Ре + Аж) = Из) 
выполнено только при положительном или только при отрица- 
тельномъ безконечно убывающемъ ‘Ах, то мы не вправЪ счи- 
тать функцьо { (2) непрерывного. 
Примфромъ такой фувкши можетъ служить: 
Из) == Уж 
Беремъ х, ==0, при этомъ имфемъ: 
Ка -Е м) УТ, 


а квадратный корень извлекается только изъ положительнаго 
количества. поэтому, при безконечно убывающемь отрицатель- 
номь Аш не имфемъ значенй функц; слёдовательно, о прира- 
щени не можеть быть рЪчи, тогда какъ цонязе о непрерыв- 
ности требуегъ существовамя приращены Функц 


1 =У# 


при 2 =0 поэтому перестаель быть непрерывною. 


Другой случай, когда функшя перестает быть непрерывною, 
это тогда, кажъ {(2) безконечно возрастаетъ, между тЪмъ какъ 
и приближается къ х, Допустимъ, въ видЪ опыта, что фувкщя 
1(®), при ==, непрерывна, т. е. что возможно найти А х такъ, 
Чтобы 

| Иа, 5 28) — 1) | < № 


гдЬ й произвольно малое количество. 


Чтобы опровергнуть это предположене, разсмотримъ 


Ре, НА) — Ра. 

Заставимъ х приближаться къ значенно п, тогда { (2) без- 

конечно возрастаеть, между ТЬмъ какъ: {(х, -- Аз) сохраняеть 
свое значенте. 


Разность: Т.А» —1) 
поэтому безконечно возрастаеть, т.е. не можеттЪ оставаться мень- 
ше 1, что противъ предположешя. СлЪдовательно предположение 
недопустимо и функщя будетъ прерывна. 


ПримЪръ: 1 
рим ор Г) = т 


Эта функщя при х == получаеть разрывъ. 

Въ самомъ дьлЪ, при х < 1 значене {(®) отрицательно, при 
#> 1 положительно; но въ этомъ и другомъ случаь тЬмъ боль- 
ше, чфмъ ближе а къ 1. 


$ 11. Теоремы о предфлахъ. 


Рьышене вопроса о томъ, непрерывна-ли данная функшя, 
носить всегда частный характеръ; мы поэтому ограничимся 
теперь выяснешемъ непрерывности тфхъь особыхъ функций, 
которыя чаще всего встрётятся намъ па практикЪ. 

При этомъ, нькоторыя теоремы доказываются въ болфе шги- 
рокомь видЪ, т. е, не только для непрерывныхъ функщй одного 
перемфннаго, но и вообще для перемфЕныхъ, имфющихъ какой- 
либо предЬлъ. 


1. Предьль суммы двужь перемпитныяь фавень сумм предъловь пвре- 
звниыла. 


Нат (2 -- у) = та - Вт у. 
Пусть предфль % равень а, и предфлъ у равенъ 6, такъ что: 
а=а-я 
ув 


гдЪ а, В безконечно убывалот\. 


Вь такомъ случа\: 
уже фачь- в. 
ПеремБетиму слагаемыя такъ: 
ау=@а +0 е-}. 
На; основанш 1-ой теоремы $ 5-го сумма  -Е В ‘безконечно 
убываеть, слфдовательно #2 -- у разнетвуеть оть и--ф ма 6ез- 
конечно убывающую, поэтому 


те Ну ив х Е Ив. (2) 


11. идьле произведойя ровень произведение предьловь. 


Пусть опять: 


Поромножамъь ихь па правпаамь умноженыт двучлепорт., 


пути раз -- 98-93. 


2-ой $ 5-го величины «В, ар и #3 безканечно 


ыы 
$ 5) безкопечно убывает 


По теорех 
убыраютъ, а потому (по Ф-ой теоре) 
и нхь сумма, Поэтому: 


иау во == Ниш, Ну. 


И. Иредьль частно двухё перемюиныхе равенз частному вт 
дея из предюло0в. 


Пуеть опять: 


а 


виа 


8 


и-6-- 


гдь хи 3 безконечно убывають 
Частпое: 


г 
у 


а 
разнствуеть отъ-, на величину 
й 
а--& & 
ев ъ 


По теоремамт, 2-ой м 3-ей $ 5-го, величины 
[а #8 
п 
ИЕ 


безконечно убывають, почему убываетъ и ихъ алгебраическая 


р _ х @ _ _ 
сумма. Такимеь образом —- -= -р безконечно убываеть, слЪ- 
у 
довательно. 
ош а та ; 
ар о =, (4) 
у Й ту 


$ 12 Непверызность рашюнальныхь Фунащй. 


Рамональной функшей одного перемфинаго называется такая, 
для образовашя которой примняются лишь рацюнальныя опера- 
циы сложен, вычиташе, умножеше н дфлене, причемъ каждая 
Такая операцёг примфняется только конечное число разъ. Такую 
рацюнальнуию Ффуницио всегда можно привести къ виду частнаго 
оть дълешя одного многочлена на другой. Членами многочле- 
новъ являются равличныя степенн перемфинаго, помноженныя 
на постоянный. 


Итакъ, нормальная форма рацюнальной функщи такова: 


м. 


+2 


= 


а Ра... о физ 


Ращональная функщя называется цЪяой, когда знаменатель 
сводится къ ностоянной 4, т.е, когда а, ==0, & 0... к: ==0. 


Цьлая функшя получаеть видъ многочлена, если числителя 
почленно разлЪфлить на Д или когда 1 ==1. 


И такъ, нормальная форма цзлой функши будетъ: 
1® фея ое -ь 


Теперь локажемь теорему: 


в 


веть функ непрерывная, 


Рашонаьная функийя одною перемъинао 


Пусть выражене 


а) = 
есть данная ращональная функщя. 


Надо доказать, что: 


бл 2) = т). 
Выражене: 
пт Е фа. , ке-НЬ 
аа ра Нива) › 
какь предфль частнаго, 
в "2-0 


о ые-Н 


бе. 


ат (ва". 


сели только предЪль знаменателя не равенъ нулю. 


На основийн теоремы 1-ой $ 11-го. 

Пр (а Но -- . «8-0, 
какъ иредълъ суммы равенъ суммь предфловъь, т. е. равенъ: 
тва” -- Ит ва" -- @в кз 1 


и 
Вт (ща О-о, аж -- В) = в аа бт В 
бт аа НВ” 


+... 


аа ба" 
Вер (2) = тв аа, 
1) аа 


Поэтому: 


1» #11 


- не НВ” 


Теперь на основаны теоремы 2-08 8 11 го ап ая“, хамъ пре- 
дфать произведеня равент, произведению предфлов'ь, т, е 


в 


таз" — а (11) 


Подобным", образомъ 
ив ат == Ь (Га а) 1 


и такъ далЪе. Поэтому 


р а р. ки 
т а Ры-... фые-Ь 
_ ата)" О д... ия 1 
^^ а (ь а)" В (ва а в НЫ” 
Итакъ 
вр __«@т а... Тита) 1 


а; та и .. або’ 
Но очевидно 


Ета) == 


поэтому 


2 19, 


ч&мъ наша теорема и доказана. 


Единственное исключене изъ закона непрерывности бываетъ 
тогда, когда предфлъь знаменателя равенъ нулю. 


$ 13. Непрерывность тригонометрическихь фунный. 


1. бункшйя $ одновременно 65 5 безконемно убывает. 


Геометрически функшя эт представляетъ с0б0ю половину 
хорды, стягивающей дугу равную 2х въ окружности, радусъ 
которой равенъ 1. Такъ какъ хорда меньше дуги 


тах 2х, 
то ут безконечно убываетъ, если х безконечно убываетъ. 
И. Функшя 9т® непрермона. 


ели д и ®--Аз обозначаютъ острые углы, изъ которыхь 
второй болыше перваго, то и синусъ второго болыне синуса 
зерваго. 

Въ формулъ 


5 (= -- Аз) = я 2608 Ах -- сз азт Ав 


мы замфниемъ косинусы единицами; вслЪдстве этого она обра- 
тнтся въ нераненство 
эт (а А) овен А, 


которое показываетъ, что 


Аз. 


А) — мейн. о (А) 


Если А безконечно убываетчь, то 5 Аз, и, на основанм не- 
раненства, Азйе» безконечно убываеть. Этимъ теорема: доказана 
въ случаЪ остраго угла г и положительнаго А». Для того что- 
бы распространить ее и на отрицательныя значешя Ах, мы въ. 
формул А пишемъ х-— А» вместо х; тогда 
Ад тАа.. .. , В} 


за (х 


зи — 


или 


Рав (р — Аа) — эти; < т (-АЗ|. 
Далъе, чтобы доказать справедливость теоремы и для все- 
возможных угловъ, разсмотримть 
5 (в 2) == вок -- вату... . (С) 
ГДЪ в острый уголь, но в произвольны 
стояннымъ. Такъ какъ 


который считаелиь по- 


605 # == 


т9 и 60: 


. = 
‚— непрерывная функщя при & < 5 Тогда правая часть. 
уравневм (С) имъетъ видъ суммы двухъ непрерывныхь функц, 
слЬдователёно ‘она непрерывна; поэтому зй (а -- »)--непрерыв- 
ная функщя, что и слфдовало доказать. 


Ш. ух есть непрерывная фушийя, 


за исключемемь тЪхъ значейй х, при которыхъ она обра- 
цаетсн въ безконечноеть. Это слФдуетъ изъ ряда равенствь 


зй 
ви ИТ ош 008 т) 


ву пт 1), 


Ив ие = Йт- 


., ‘9х 
$ 14. Предъль функц!и —5—- 
Мы видъли въ & 13, ч%0 меш совмЪстно СЪ эх безконечно 
убываегь. Теперь зададимъ вопросъ: существуеть ли нредфлъ 
отношешя ях къ м, и чему опъ равенъ. Будемь постубать 


м. 


геометрическимь путемъ: при значени : 
мы имфемъ неравенства 


меньше прямого угла 


этике 
Первое изь нихъ нами получено въ $ 13; второе получается 
па основаи низжеслЬдующих» геометрическихь соображен!: 
Геометрическое зничеше ух это-одлина касательной, про- 
веденной къ окружноети съ радусомь, равнымъ единидь, въ 
концЪ одного бедра угла ш ло пересфчени съ другимъ бед- 
ромъ. Треугольникъ, составленный изъ двухъ бедеръ усла хи 


касательной, имфетъ плошадь равную - 


в 5; онъ больше со- 


т 
`отвфтетвеннаго сектора круга, площадь котораго равна -, 


Итакъ вторая часть неравенства тоже доказана. Раздёливъ палие 
неравенство на 3+, получныъ 
1: и к 1 - 
ЯР 604 
или, измфняя знакы неравенствъ и перемфщая числители и зва- 
менатели, 


т 


1> > 


Если х безконечно убываетъ, 10 с05 2, какъ непрерывная 
функц, отличается отъ своего предфла 1 на безконечно убы- 
вающуо 


208 + 1—2. 


Ведичина › будучи меныше единицы, но больнге 05, 


поэтому будетъ . 
ВЯ р 
= 1—8 


в 


гдЪ В < 2; слЬдовательно—она тоже безконечно убываетъ. По- 
этому мы имфемь въ предфль 

5 
ь 


ив 


(5) 


$ 15. 0 непрерывности показательной фуннщи. 


Если образуются веЪ цфлыя и дробныя, положительный и 
отрицательиыя степени данной положительной постоянной а, ко- 
торая больше единицы, то всегда большему показателю степени’ 


30 


соотвфтствуетъ большее значеше степени. Мы пополнимъ рядь 
значенй показателей ирращональными числами, причемъ требу- 
емъ лишь соблюдешя сейчасъ упомянутаго закона. Итакъ, вели 
х иррашональное число, р и 1— ращональныя, и если выполнены 
неравенства 


>> 
то должны быть выполнены и неравенства. 
гоера. 


Возможноеть точнаго опредфлен т & при ирращональномъ х 
зависить отъ непрерывности этихь функшй. Докажем это евой- 
ство. 

Сперва докажемъ двЪ вспомогательныя теоремы. 


Т Фунтия & при а >> 1 6 безконечно возраспииющиме х безнонечно 
возрастаеть- 
Такъ какъ а > 1, то можно его представить въ видь 
а== 1-5, 6 > 0. 


Образуемь в” =(1--2)” и разложимъ вторую часть по 
биному Ньютона. Ёели при этомъ остановимся на второмъ членЪ, 
отбрасывая всё остальные, то непремЪнно будеть 


т"=а-Ь" > 1-ю 


но 2ё совмЪетно съ а безконечно возрастает, поэтому без- 
конечию возрастаеть и (+ И" ==«". СлЪдовательно, по давному 
Ё можно найти такое, что 


когда # > т 
ПИ. Фуниия @-—1 при безконенио убывающемь з безконечно убывает. 


Предположимь, что теорема несправедлива, и что, наобороть, 
существуеть предфлъ у такой, что при д > 0 всегда выполнено 
неравенство 


о > о В 
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Возведемь обф части неравенства въ нЪфкоторую степень т 


а > (1 --9)". 


Правая часть больше чЪмъ 1 в (см. предыдущую теорему), 
й поэтому возможно будетъ найти такое т, что 1 ту >а и 
слфдовательно {1 -- 9” > а. Съ другой стороны можно найти 
такое 2, что окажется т «Л или жв=1— 


Итакъ получаемъ неравенства, 


4' 


что невозможно, такъ какъ > 
Предположене опровергнуто, слЪдовательно—теорема спра- 
ведлива. 
ПИ. Функция а? веть неприрывная функция. 
Въ самомъ дЬлЪ, приращеше функщи а”, соотвфтствующее 
приращеню Ах независимой перемЪнной, будетъ 
Аа аа — аа == (98 — 1). 


Но «^= — 1 одновременно съ Ах безконечно убываеть; по- 
этому а” (а — 1), какъ произведеше конечнаго на безконечно 
Убывающее, тоже безконечно убываетъ. 


$ 16. Непрерывность логариема. 


Какъ извЪстно, [092 есть функщя, опредёляемая уравнешемъ 
=. ое. 


Элементарныя свойства его мы будемъ считать извЪстными. 
ЗдЪсь укажемъ только на то, что было сказано во введен 
предыдущаго параграфа: 99.2, при возрастающемъ 2, возра- 
стаеть, слфдовательно, при убывающемъ-—убываеть. 


20098 


1. 09 а --®) при безконенно убывающеме  безконечно убываеть. 


Допустимъ, что предфлъ 109 (1 -- 2) не нуль, а положитель- 
ное количество #, такъ что 


о -а > 


при нсфхъ значеняхь г. 0. СлЪдов: 
ибо а. выЪемь 


Мыно, переходя м основа- 


из. 


Но такь камъ # > 0, то ай болыпе { на нфкоторое колнче- 
ство | 


сльдовательно мы имЪли бы 


Не #>Ь 


‘тагь что к не убываеть безконечно, какъ мы это предполагали. 
Сл. довательно, нельзя найти колнчества }, обл 
ньыхгь свойствомь, и теорема дохазана 


дазющаго указан- 


И. 100 к веть непрерывная функшя. 


Образуемь приращене фупищи 19 г, соотвЪтетвующее ири- 
ращенио Аа 


А. г. 4%) 


ет А В — пугая - 


Аг) 
Но ву [ - й ) одновременно съ безк ‘нечно убываетъ, 


поэтому (пры постояннохгь „) это выракеше одновременно съ 
Ах безконечно убываеть. Итакъ теорема доказана. 


$ 17. Корни изъ фунншй. 


Корни осъль возможные степеней иль ненрерывныхь фунийй суть 
непрерывный функши. 


Пусть дама фунищя 
Ур», 
Логарномируя ее, получим 
1 . 
й Ро) 
и перейдемь опять къ основанйо а: Тогла 


ИГ Ге 


В 1 
Уго» 4” 


. а 
Но ю9}Ё(=) есть непрерывная фувкци, фунюйя „ 09{[(>) то- 
же, а потому непрерызна и 


что м требовалось докая 


$ 18. т (: = ах при безконечно возрастающемъ х. 


Мы видфли въ $ 15 (теорема П]), что а” — 1 одновременно съ 
безконечно убываезть. и въ 8 16 (теорема 1), что Юй (1 + 4) одно- 
временно съ д безконечно убываетъ. Задавая себЪф вопросъ о 


томь, существуют ли предълы 


а {04 (1 
м“ 


ео 


п [б 


ири безноненио убываюии. мы изслфдуемь предварительно пре- 


. ПИ 
ав. (1 -у р 


чтобы, рыцивъ эту задачу, пе- 


дЪлъь функщи 


при йезхоненно возрастающем 


рейти ку, упомянутым двумь задачахмуь. 


. 1: : 
Фушиия (1 =) ‚ если перемфнному придавать зваченя 
В 6+ 
ат 


каждое болыше предыдущаго. Если же перемфиному придавать 


1,2,3,..., припимаеть значеня ..-; ИзЪ которых 


значешя — 2, — 


т 950 
4, 5, з`,---) ЗЪ которых каждое меньше предылущаго. 


—4..., то функщя привимаегь значеня 


р . 1 \ . 
о свойство функци (1 +), возраставе при возрастаю- 


щемт, положительнолуь т и убыване при возрастающель отри- 
цательномь а, указываетъ ва существоваше предфла функщи 


при безконечно возрастающемъ х. В докажемъ свойства, 


провфренныя только для нукоторыхь значенй перемфиннаго. 
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г 
) при возрастинощемь полоэнлянельноме с в03- 


Г. Функция ( + Е 
растить 


Доказательство мы основываемь на извфстной изъ алгебры 
формулЪ: 

"0" ш-1 | м2 ва ®-—1 

о аа! 1 ао... Нами... (4) 


в—в 
гдь а>8, и ш цЬлое число, Правая часть состоитъ изъ эм зле- 
новъ, изъ которыхь каждый менышме нредыдущаго; слЪдова- 
тельно, если каждый членъ замфнимъ первымть а” ', равенство 
(А} обратится въ неравенство 


е И 
ор < @ 
а—8 


или 


"3 @а-— В. и, <", 


что, по перенесенм членовъ, даеть 


а" [в — («— Вы <... ... в} 

Если выбрать а и 6 такъ, что 
а—@—би=ь о. (© 

то неравенство (В) приметъ видъ 
еее 0 


НеопредЪленное уравнене (С} рпаехь слЪдующимъ обра- 
зомъ: собирая члены, являюнцеся умноженными на а, имфемтъ 


ть — (в Пе==Г, 


[2 
откуда | / 
тот + д, (в— Ов==т —1-+$ | ` 
гдЪ а неопредфленное количество, которое мы будемь считать: 
положительнызгь. Тогда 


4 4 
=, 


ка 


и подстановка этихь зназенй въ неравенство (0) дает» 


_ч у ( в 
(: + т—1 и в/ ‘ 


Извлечемъ еще корень степени 9 и раздфлимъ числителей и’ 
знаменателей на 9; Тогда члены неравенства, 


Ия 
КОХ < 


имфютъ форму значенй функщи (. + - 


1 \= 
) при #= 


Ва 


и В : 
& = р Итакъ: для большаго значешя х, функщя (. 


метъ большее значене, т. е. функщя возрастаетт. 


. 1)- 
И. Функия (:— из при возуиетиощемь # убывветь. 
Изъ формулы (А) можно, замъняя всЪ члены правой части 
послбднимъ &*-1, найти неравенство 


а" — > т(@а— В. т, и. ® 


Приравняемъ а = 


и слфдователыьто: 


___ 
— т®-П’ 


«—в 
Выражене (Е} переходить въ 
а\" \* у \! 
(:— ‹ — (1 ) >. (5) ‚ 
зв т — 1; т—1 т— | 
что, по перенесени 2-го члена въ правую часть, даетъ 


4)" ( )” 
(.- 1) > и 


По извлечени корня степени у и дфленм числителя и зна- 
менателя на у получается 


а потому 


. . я . 
т. е. функиа [1— “ принимасть значене мень- 
4 


тибе, ЧЪхгь при. тдовательно она убываетгь. 


1 1 
И. Пробьаь фупвий (: —- „ри (:— > } ррг безконенио в03- 
раетанлщема г одинь и тоть же. 


Въ» самомъ дьлы: 


и 


и если замфнить нЪъ впаменятелЪ послфдияго члена 
д, то получится перавеиство 


1” , 1 \. 
1—- (Е . 
г и 
Пат, этого неравенства мы заключаемь сффдующее: лЪвая 
часть, убывая, остается конечной, именио больше положитель- 
пой правой части. поэтому опа имфетъ ифбуоторый предфль. 
Точио такъ же правая часть пмъеть ифкоторый предл в. 


ни. 


—! черегь 


виду того, что оня возрастнеть. оставаясь меньше афвой. Но эти 
два предфли тожественны, такъ какъ уравиеше (©) можно ма- 
писать такъ: 


. (6) 


при ноложительнолхиь или отрацательномь безнонечно возрастаю- 
ще а. Число в пазывается осиовамемь Неперовыхь логарно- 
мов'ь: его приближениое значеше в’ь десятичныхь доляхь есть 


2.715251828459. 


$ 19. Предфлы фунный 109 мы и“— 


х при безконечно убы- 


вающемъ х. 
На осповавш формулы 


внебы (12 


и 


при безнонечно возрастаницемь , мы можем пийти 


м-в) 


и 


при < безконечно убывающелхль. Вь самолиь дфлЪф: 


104 (1 
. С 


р р 
9 ри Е = оби (Е Во", 


[0 


Положилмь == 


тогда и нри безконечно убывающемь 2 
безконечио возрастаетъ, и 


„69 (1-2) 
бт - р 


1 
Ед бт [| —- 


— був 


у 


Если осповашемь логарпомичеекой системы служить ©, то 


в (Е 


Пт |. ине (1) 


Точно такь-же можно найти 


и 


при 2 безконечно убывающемь. Положизхгь а” — 1 == у. откуда 


ини. 
и 
а маи (4). 


Отсюда получикгь 


а 1 И 94. 09“ 09 & 
"я 1-9) 


109 Чу} 9 е* 
3 


ап 


гдЪ основаше логариемической системы произвольно. Если мы 
примемъ за основаше в, то 


ГЛАВА ИП. 


0 производныхъ. 


8 20. Производная. 


Тели при значени аргумента 2 
= 
функция непрерывна, то приращене ея 
АР) == Ри А) — Гы) 


одновременно съ Ах безконечно убываеть. Гели отношеше 
этихъ двух» безконечно убывающих”ь 


Ам) Ро аа — Г 
А — Аз 


при безконеино убывающень А стремится къ нЪфкоторому пре- 
дЪлу, то этоть предфлъ называется производной при данномъ 
значени аргумента 2». Для обозначения этого предфла мы вво- 
димъ знакъ 


(о. (9) 


Ё' @ 


Если данъ частный видъ функц, напрнмЪръ 2° или ух, 
то для обозначены ея производной при значени аргумента ль мы 
пишемъ функипо въ скобкахъ и справа прибавляемъ знакъ ', 


такь что 
в]! 
(ви) 
читается: пронзводван отъ д* при значении х, равномъ #. Пусть, 
напримЪръ, дана функщи х”, такь что въ данномъ случаф 


Ё (>) 
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Опредълилгль производную отв 2? при значени аргумента 
д == аь Мы имфемъ 


РА) и) = аа 
или, по раскрытно скобокъ, 
РА 

Раздъяиеь это равенство на Ах 


Иа -ГЫ 


Ан 


он, АЕ 
четие т - 


Телн образовал производную при всЪхЪ возможныхь значе- 
НЕХЬ аргумента, пронзводная, вообще говоря. получить различ 
ныя значешя въ зависимости отъ значеня зргумента. СлЬдова- 
тельно, пронзводная есть величина перемфннал. зннисящая оть. 
значешя аргумента, т, в. она есть Функц перемфинаго аргумента 
Эту фуньцио обозначаеьь 7’ (т) н мазываомь  ирризаодное 


Ш. 


функнеей. 


Въ боли 81 случаекь возможно вывзести производную 
въ общемь вилЪ, т. е. вайтн производную функино; если же 
требуется узпать значенк производной я даниаго значемя 


аргумента. то это вначеше подставляется въ производ ‚функ 


00. Въ вьыцие приведенномь призгЬрЪ, едь #(г) есть МЕ 


имфехиь такой случай: мы нагили ири аргументь к == ть 


но очевидно я, пастолько же неопредъленио, насколько и г. 
стне чего наша производная функиы 


= Е, то 


и еслн х придать опредЪлевиое значене. ваприхйууь, 
получихгь производную от +? при г == 1 


Нани ближайная цЪль это—систематнческое изслЪдоване 
образовамя производных. При этомь производнын болфе слож- 
ныхь функций получаются аъ пронвводныхь болфе простыхъ. 
на основании теоремгь, которыя мы сейчась выведемтъ. 

$ 21. Производная суммы, 

Производная суммы равна суммь производных, взнтыаа оте вла- 
чаелниь. 

Пусть дана функшя Е (+), которая состонтъ изъ двухъ ча- 
стей { (#} из (@). такъ что 

Ее) +26 

Дли опредъдевня производной р дать приращене аргу- 
менту А’ и найти отношеше прирашеня функщин къ приращенно 
пезависимаго перембниаго. Мы имемъ 


РА = ААА за -лАа: 
елЪдовательно 
выл) — КО) = Ры 3) — Г ++ 4) 30), 
и отношене прирящешй будеть 


РЕЙ Е (4) Гота -ГЫ за) 0) 
А к = А ий’ т А Е у 


Пры безконечиь убывающемь А 


ВЕР), Е АГ), ЗЕ 20) 
де — и Аг Аз * 


(ль 


Но предьль суммы ранень суммЪ предфлонЪ слагаемыхъ 


г(и-- =) — ЕЁ Ее --А) —Е(х вт) —2(@} 
пы. 7 = 2. Г, ть в 38) ый 


то веть , 
(2) 


н теорема доказана въ случаь двухъ слагаемыхъ. Такь какъ 


Ее $, 
то ей можно дать вид: 
агат о. 2 . с 09 


Не трудно распространить ее иа случай многих слагаемых. 


$ 22. Производная произведения. 


Т. Производнея ироизведеня функийи на постоянное равна про- 
изведенио производной фуниша на то-286 самое постоянное. 


Пусть дана фунющя 
Е (2) == ср (а); 
тогда Г (г 2) ==ей(ь + 42), и ириращеше будетъ: 
Е (2-- Аа) — Р(а) = ГЫ ТА]. 
Поэтому 


Возьмемь предвль обфихъ частей 


Ва-РА — ЕО т 
[6 в х Г ие 
и 


такъ какъ предфль произведен равенъ произведено предЪ- 
ловъ, а постоянная сама себЪ служить предфломъ, то 


и А) — 1) 
=ЕСЙт Аа 


‚„ Ре--Аз) — @< 
Го о 
2 


или Ро =) 


Если эту формулу, на основами даннасо выше равенства 
Е(®) = с/(*), напишемъ такъ 


[Ра } ==сР (а), (0 
то видимъ, что постоянная выходить множителемъ изъ подъ 


знака производной 


И. Производная произведаия двухь функий равна провзведено 
переело сомножителя на производную второю плюсь произведеме взто- 
рою на производную пероало. 


Если имфемъ 
Е (2) =/@. 5, 


то нужно доказать, что 


=. 7-ГО +. 


Дадим г ирнращене А 2; —приращеше функщи Р (.} будеть 
АР ЕО ав) = Це 59.39.26). 
Введемъ Рена Е) = ми 
Тогда имЪемъ 
АР (1) = [АР Рае + А.) —#0) 20) 
—=А7@) зы 44) ГРОБА =] 
==А/ 4). 19 +7@®. 34). 


Теперь раздЪлимь на Ах и заставимъ Ал безконечио убывать 


т и = ит (: 1 # Зета Го) .2 8 
==Ит И Нея («РА ГГ). т — 28. 
по т (& Аа) = (т (а А) = 0). 
Поэтому РР а. 2 @) РЕ). 0, 
что и требовалось доказать. Вводя 
имфемь г Г) 3) 
(зы =Р Фу @ гу... .. 3 


$ 23. Производная произведеня многихъ фунвши. 


Предыдущей Формулв даемъ еще другой видъ; раздфлимъ 


‘выраженше на Ё (5) == / (7). 3 (2). 
Ри _ ГЫ тю 
#4) — (@&®) я 
лы 
Е Г, т 
Ри) # (2) 2) ` 


Если теперь Функцио + (2) представимъ. намь произведеще 
$ =А@. 2 (9, то имфемь 


7® Е, т 


39 ^^ Т@" э® 


СО Ре (2) 

в ^^ ра Вы де) * 
Такимь ке образохгь мыЕ можелгь, в" случаЪ падобиости, еще 
разложить 1 (#) аналогичных путехь. Отеюда выводихиь: Отно- 
ее пронаводной вз функийь равно сумль воотбътетвениыхь отпо- 
шей ви сомпожтелей. 


$ 24. Производная дрооной фунищии, числитель которой есть постоянная 


Здьсь докажелгь, что. вели 


в = я. 
то 
м ОР) 
№ = Ч 


Образуемь прпращеше фуикцат Ё (5), давъ г приращеше Аг, 


[2 _ _в . 
реа Гы 


и приводя эту разпоеть мь одному знаменателю 


АР) == 


ви ум А) 


1 = ть зАя 


АК) = С И „ела, —1о 


раздфлимь на Аз и перейдемъ къ предьлу 


„ АРЫ > ( —в Ге а —/@) 
[т дао = Ит Е НА Аа 
= = т АА 
орви ое-ьа а) "" 
т, е. 
о. 
г = нока И 
паи 
\ __ —е/' и 
э) = КЕ - 98} 


$ 25 Производная дробной фунвшми съ перемфннымъ числителемъ и 


знаменателемъ. 
Цокажезхгь, что, если Ё (п) = $) 0 
в У Я и) 


и 15). 


в (х 1 - 
(2). 7 ° 


2, {форм, 12), мы получилиь: 


РИ. 


Производная, встрЪчающаяся пахгь во второмь членЪ, опре- 
дЪлится па основан формулы (13) 


(14) 


т. в. производная дроби фавна произведению знаменателя на произ- 
водиую числипеля, уменыиенному на произведено чиелителя на произ- 
водную знаменателя и дозенному на квадрать знаменателя. 


$ 26. Производныя простБймихъ фунвий. 


При рем залачь чаще всего встрЬчаются фупкщи про- 
стого характера ращюиальных, тригонометричесня, логариоми- 
чесыя и ТЪ, которыя находятся в'ь тЪфеной связн СЪ ними. 06- 
ный теоремы предыдущих нараграфов”ь показали намъ, ыакимъ 


образомиь производныя боле сложныхь функщ выводятся изъ 
производных ь проетыхь, велЪдетне чего оказываетея ПУжныхгь 
вывести производныя только самыхъ простыхъ функшй, Таюя 
формулы будутЪ постоннно примфияться при рЫшены задачь н 
бояЪфе сложныхъ. 


а Производная постоянной, 


ели функция РС) сохраннеть свое значене при вс] 
ченяхъ аргумента». то она постоянна, # (#) = 


зна- 


Приращен® ея равно нулю: 
ела Г -е- 
Поэтому отношене 


кераэ-о _ 0 
Ах Ав 


=0 


равно нулю, т. е. постоянно. Сл довательно, 


[яп (0) == 0, 


т. е. если функща (а) ==, то КО) = 0, 


Илн же. если промфниакь обозначеще, принятое нами вьипе 
($ 20), то о... (0% 


6) Производная независимо перемьнииюо. 


Пусть 
о — 2, 
тогда 
ел —{® = ел — = А 
и 
тел — 1 _ 1 
Ал — 
а поэтому 1... 08 


в) Производная позожительной цтлой степени. 

Мы нашли, что (2) = 1. Вычислимь теперь по формул про- 
изнодной произведеня (7) = (2. 2)'. 

Мы имфезхнь: (и) == 2 (7) -- о) ==. 

Далфе уу =. = уе) = Зи. 1, 


т. е.: 
Допустимь, что дошедшн до т-ой степени, нашли 
(ау окт, 
и локажезгь справедливость формулы въь случа\ (и-- [)-ой степени 
В самозхгь дьлЪ 


И = (м 


сете -Н а. (2) == т.т ет. 1. 


Такихиь образохь полная индукщя показываетть, что нь са- 
мол"ь дЪлУЪ, всегда 
(ету == ради .. 
ЛИШЬ Только дё Число цфлое ин положительное. 


Дотежеме это друшьиь путемь: Если {68 == 


Теа — Го зи — аи 
Аз — Аз 
Раскладывая по биному Ныюотона 
А а ии, Вей мау 
Ом, 


имЪезгь 


ди -р вата р--, ЕО ия 
Аз 


я (и — 1) 2”? 
ии" +12 . 5) +... Ом 


СЮ и + +»). 


Но предьль второго члена, какъ безконечно-убывающей ве- 
личины, равен‘ь нулю, а селЬдовательно 


й. 
поэтому ’ (2) = тай | Ипа 


Е’) = на"-1 пли 
(ее = тб 
%) Проводная цъаой отрицательной степени 
Пусть требуется найти 


(&—т)'. 


у 


ту 
Мы пишемч: (е-и) === ( я ) и образуемь производную дроби 

р 

съ постоянным числителемь: 


[ ! ) -- — у ии р 


ии 2 1 


пе 28 


пли, по уничтожении: знаменателя, 


1 
(—")! = (-„ ) ии. 


Наблюдаемь, что формула (17) распространиется и на слу- 
чай отрицательной степенн: 
(=) = 


9) Производная синуса. 


ие. (8) 


Еслы ДО) -= ав, 
то 


Вело — О) = те -Е Аи) — миг = 


н 


= 


А 
28 
РеА-ГО _ "*"2 
Ан 
Замфтнаиь, что 


Вт 


(см. $ 14), н 
А: 
[ит соя (++ 5 


Тогда найдемъ 


Е) Тан 


СлЪдовательно 


ко [пп с08 [. Е 


(ов ку = со. ге (9) 
8) Производная восинуса, 


Если образуель производную синуса для аргумента, увели 


ченнаго на-х, то предыдущая формула даст 


| [+ 2 


но: 


= 054, 608 (. о } = — 51%; 


поэтому 
(сов = и... (80) 


ж) Производная пашенеа. 


хи 


Мы ныфемь; их сова 0 формул (14): 
сов в. (чт и) — эйр (вок саки. сов 8 ах 
разу = и” А 
” во 60. 


отетода, съ одной стороны, па основанйт того, что числитель 
1 


равенъ единииЪ, получим (ра) =. : съ другой, пры дЪяе- 


60: 


ииг числителя па знаменателя; 


(21) 


Оба результата конечно равносильнь; въ иныхь случаяхь 
удобнфе примфнять одну Форму, въ другихь другую. 


3) Производная нариома. 


Если № (г) = ба то 
НА 


д 


Рае-нАа) — 70 =ще-ла —буЕ= м ь 


тета — Ге | 
° А 7 Ах 


ви (1+7) 


Аа 
Назовемь ‘о = ин замБтимгь, что я одновременно съ Аи 


безконечно убывает 
‚ миа) 1 
( га “” = 


Геа — Га. 
У, и ша х 


р. 


[2 


вяз) 
1 а В 


ПосльдиН предуль на основами формулы, доказаниой нами 
нъ $ 19-омъ, равенъ фе, поэтому: 


1 
— де. (..., . 02 


{69 &у = 5. 


#) Производная показательной функин. 


ра А а" а (= — 1) и. 
{а = бт К == а’ д, а «И 


_ ма 


Въ $ 19 мы ныфаи Ит = ; Поэтому 
ое 


в 
(= а 


ув 
7) Производная илариома в поназательной функийь упрошаютен, 
оси мы за основае зошривмивь примеле в. 
Тогда 
уе = Ё, 


Это предполюжене дълается вездь вё высшем» аназь. Лоарич- 
мы при основан е назьинотея натуральнылне Такнагь об зазомть. 
мы нъ формулахь (22) и (28) ишиемь 

уе =1 
н получиыъ 


1 
Фор" == уе 


(= а. и. 


Кромф, того, при а == такъ какъ 909 е = №, 


и... 8 


8 27. фуниши оть функши. 


Ве всегда аргументь простой Ффункщи бываеть простым, 
т. е. невависимыхь перемфнныхмь. Напримруь, в'5 тригонометри- 
ческихь функшихъ аргументь выражается очень часто помощью 
градуснаго измфрены, вмфсто принятой нами радальной мфры 


И 


Если аргументъ „ выражается в’ь секундахь, то аргументом. 
прннятыхъ нами тригонометрическихь функций будетъ 


2 ки 
1296000 
наоримЪЬруъ 
, Эка 
м Я 1296000 
ЗдЬсь аргументь л, будучн фунищей оть ийхоти бы н очень. 


простой, все таки не будегь независимыхгь перемённымъ, такъ- 
РО 


2960 


х 
за - 

1 0 
есть тригонометрическаи функши оть алгебранческой, 


Подобным образом 


( 


есть степенная фунюща оть ращональной функци. Мы выражаем. 
зависимость такого рода въ общелиь случа помощью общих 
знаконь. Ееан ЁР (1) есть болфе простая функщи отъ аргумента и 


Е = ЕО, 


КдЬ „ есть функщя независимаго перемфннаго 


ре 


то мы нншемъ 


Е (ЕО. 


$ 28. Производная фунним оть фуннши. 


ъ дана функщя 2 оть и 


=), 


и пусть в, въ свою очередь, есть функц оть 


и = (9); 
тогда И = зависить оть 


Е @)] = ЕО. 
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Вопроеть котеррьриь, мы займемси, состойь ВБ слфдующемтъ 
нельзя лн пайти производную функии Е (2), пе опредфлян этой 
фуикциь а примо по даниымь функщямь Ё (и) и $ @®). 

Кели к даютъ приращене А, то и получить приращеше 


5$, 


Ан= 


н = получить приращеше ^& 


выражаюнцееся или черетъ 
ыАЮ-- Г) = АГ, 


АА (АГ. 


А. 


или черезь 


Вводя въ тожество 


А Ан 
Ант Уи 


эти выраженя приращейй, мы получим 


ЗИ _ 37) 526) 
А. и’ Аи” 
и, переходя мь предфлу, имфель 
51) А) 
Аи’ в у,‘ 
ими 


АИ Ш _ - 
ИО = т се. 0 
Гатри образомь производная функьын ото фунт  равияеися 
производной переой функийй но ея проументу, умноженной п произ 
водную ея аруумению по независимому персминому. 
ПримЪруь. Пусть требуежен опредфлить производную отъ 
эй и: мы положихгь 


2 Уи == (и), и мат = (4), Г’ (в) == ежи, 9 (а) = 


тогда, 
(Яна == Г’, (в) == миной 


нлн, по подстановкЪ значеня и. 


{и ау =. ба 


ЗдЬсь встрёчмюотся производный по днумь различныхгь пере- 
мФаиьРиь; для большей ясиости иногда необходимо уназать па 


такое обстоятельство тм, что подъ зоакомь пронзводной ста- 
внтъ перемьниое В ВИ, ЗИ&ч. наша формула пронз- 
водной функциг огь Фуикщи пинется тамъ: 
Е? 1” ' (р (.’ 
Че СН 25 Гру [6]. з, 


Предыдуций примфрь при этихь обозначенихь рынается 
слфдующимь образом 


(таг), == (та 3). (& 


== (844.6 


$ 29 Производная пробной или ирращональной степени. 


Пусть дано г==и”. ГАЪ р число нецфлое, а можеть быть и 
эррацюнальное. Мы, чтобы ныЪть возможность найти производ- 
ную, дЪлаемь такое преобризоване 


в ев. 


Если положить и == р. ори, ТО и ивляетси аргументомь про- 
стой функции! 


и 


я = 


Произнодная данной функийь волёдстве доказанной теоремы, 
удеть произведешелгь производной .функциг по ея аргументу 


& 


2 — ее 
и = 
на пронзводи\о аргумента по пезависнмой перемфнной 2’ 


р 
и? 


(2104 3)’ === р (юдз)' = 


там‘ь что 


Вводи опять х вмЪето и 


мы получимь 


Такнагь образомь теоремы, доказанный при ‘р ифлозь, поло- 
экительнохь пли отрицательном"ь, распространяются иё всевоз- 
можныя степени перемнис 


Производная велкой сте 
изведень показеитеня стенени на уменьшенную единицей степень пере- 


ии норемтииио выражается через про- 


эвыииио. 
Ва рее, 0) 


›хъ возможных, 


Падо захмЬтнть, что сюда относятся корнн ВС 
степеней, такь какъ знагь У’ есть обозначеше, тожественное 
съ дробнымь показателемъ; поэтому удобнЪе всего при опре- 
дЪлени пронзводныхь замфнять знамь корпя изъ функщи со- 
отвфтетвенною ей степеныо, наиримръ: 

1 1 
2 


Ува ` 


$ 30. Обратныя фунаши и ихъ производныя. 


Кх) есть фунышя перемфннаго „, то н 
которую мы обозначим, 
рункцк по отноше- 


Если перемЗиное у 
ж будетъь функшей оть у. фуньщей, 
«== (у): она называется функщей обратной 
нно къ =). Между пронзволпыми обратной функциг м прямой, 
каждой по ея аргументу, существуеть слЪдующее соотношене: 


Производная сбритной функц рщана обратному значенто проия- 
водной прямой функии. 


Вь самомь дВлЪ, из 


2), у == Ка) 
мы получаемъ $ [{(2) | = =. 
Ороизводныя обЪыхь частей равенства будутъ равпы 
ету 


Пронзволную лЪвой части образуемъ какъ функции отъ функ- 
ци, а производную правой части непосредственно 


2: Е. (9 =1, 
откуда 


что и с. 


овало доказать 


48 


8 31, Производныя круговыхъ фунишй. 


Опредълеме пронзводныхь функщй: сс зи 2, аб сов к, атс Шт 
мы основываемь на результат» предыд\уцаго параграфа, хотя 
и возможно найтн нхъ непосредственно. 

и) Положихиь: ас яви == у; тогда 


и о. . (А) 
а) 1 1 
{ас т ау = са’ = зу .. В) 


Изъ (А) мы находимъ, что 


сек у = + 1 
08 у == — УТ- 


когда у есть острый, 


когла у есть тупой, 


положительный или отрицательный уголть. 
Си довательно, по подстановкЪ въ (В} получаель 


й 1 
(ас анк == + - и... (30) 
если &гс 8 х заключаетсв между значещями 
деи (31) 
$} Положимь: атс г08 = == у, тогда 
ву ое, (© 
, 1 1 о 
поэтому (аб соб” = уу а 
У (вис созп) (08 у) я у } 


Изъ (С) находимъ 

ав у = Р УГ— а если у положительный 

зту — — И 1 — 27, если у отрицательный острый паи тупой, 
м0 не выпуклый уголь. 


4 


Подетавляемь 


ги значев въ формулу (0) и получаехь 


. 1 
(аге соя 4)’ У . 132} 


если дате сок пахолитен между значении Зшя, З.-+Юти 
затрагь 


1 
ТУ! — 


ОСЛИ иго сиз г паходитея между зпачег 


{ит соки) 


(83) 


ми (Зи Юли (2-2) я. 


Всльдетве извъстнаго соотвошеня между объими фупкимт 
пге 31 г И ие вах ау па самомъ ДД, производныя их по чи- 
слецной величии, равпы и мобугь отличаться лань знакомтъ. 


©) Иронзводиая че 9 г. 


Бели ине уе =я и, ви ни производит 
вр | С 1 
м уу и, 
поэтому 
1 
(иге ра вы . и. 88 


Нодобиьгь образомь паХОДИМЛь 


(игс в) 2)’ = аи . (35) 


ЗН 


8 32. Геометрическое значене производной. 


Мы пзобразимь Функцио 


у==Г (9, 
по методу аналитической геометрия, иривою линей. 


При любомь виачени аргумента, х : ПаХОДНАГЬ дж 72 (а 
и образуемь производимо {”’ (я). Мы пока? ъ, ГО эта пропз- 
водпая есть угловой коэффищевть касательлой, провеленной 
ыь мриной, вь точкЪ (2 у). Мы съ этою ЦФлыю припомиихмь, 
что производная ость аредъзь отношении приращения ууиолыи ив при- 
раею независимо перемьниало. 


Назовелиь точну съ координатами (ло у) Через Г. 
Прндадимь „„ приращене Аг, проведемь ординату и опредЪ- 
лил’ь точку пересфчешя съ кривою О. Проведемь параллель къ 
осп Х-овъ чрезь Р до перес\- 
ченя съ ординатой (пли ея 
продолженелмь) въ точь, В; 
Проведелгь ее сЪкущую РО, 
Въ прямоугольномъ треуголь- 
ни РОВ стороны будуть 
РН: “, ОВ -=-= Ау. Ихь отно- 
пене дасть пахь угловой ко- 
эффииюить сЪкущей РО. Въ 
прямоугольиыхь координатах 
он’ь равенъь тангенеу угла $, 
составленнаго прямой ВО съ осью Х-овъ, 
Ау 
= 


У 


Заставихь точку О безкопечно приблимальен къ точкЪ 
Р (ж. у), — угловой кояффишенть 
г предфлу {#' 0). 

Прямая, проходунцан черезь точку Р нм имЪоцая угловьггь 
коэффииентолгь 


Аи 
д. безконечно приблизится 
т 


О ==’ (9), 
поэтому представанезь собою предъльное положеше сфкущей. 
Не будучи тождественной съ одной из’ь сфкущихь, она можеть 
быть только касательюто къ кривой (ср $ 4). 

Такимъ образоль мы получили сафдуюнйн двЪ теоремы: 

7. Касфиелная в5 тоикь Р кривой представаяеть собою иредтль- 
ное положена съкушись Р 1), вели  безконенио приближается кз Г. 

ЗН. Узювой пооффициентя кагатенной разенв производной ордина- 
вы пр абенисеь. 


Въ прямоугольной систем, при уравнении кривой 


у==РО), 
ловой коэффищенть выражаетсн черезь 
9-6)... 89 


#) Ту, чертея 


ха В вю педосмотьу пе пбозияченя, 


$ 33. Дифференщалъ. 


Отношене прираицени Функциг Х (2) къ пририиеиио незави- 


470) _ 
о ==1' (9). 


Слъдовательно, отнощене при @езконечно убывакицемь №4 
разиствуеть отъ предфъла на безконечно убывающее 


симаго переминаго иметь предълъ и 


АР ==’ ФА -аАь 


Первый членЪ суммы /' (8) А = мы называемь „дифуеренниа- 
л0м5“ Функции } (2) и обозначаемь 


ар А. 


Итакъ 


Дафуферени аль равень произведению произодной на приращеще 
независимо перезльниед. 


„Докажемъ слЪдуюцее 


Дифференицль незавнециев перемьнисло ужо ло зраанаценио. 


Въ вамомъ дълф (== (1)'. \ в, но (2) -= 1, поэтому 


... 87 


«то нал и нужно было доказать. Подставляя это въ формулу 


ЯР) = Ё @). Ав 


ПЕ=Ае. .. 


находимЪ 


ЧО =. ...... 88 


т. в. диуфуференыаль фунта ривень произведению производной на ди }- 
ференииаь независилияо перезтьинао- 


8 34 Геометричесное значене дифференщала. 
Выяснимь геометрическое значен!е изслфдован предыдущего 
параграфа. Уравнене 


АЕ 
АЯ Гоа 
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зь котором х одновременно съ А д безконечно убываетъ, можно 


написать так 
уз тх 


Умножимъ на ^\ 


тогда у | 


АР = ФА -аАх о 
или АР = 90. \е-На, А. р р $ 
. В 
Дифференщаль @ (1) = я “ 
Ко Аг = 90 Ах представля- и 
етъ собого катетъ, 5 В прямо- й 
угольнаго треугольника РЕЗ, о 9_/? х 


АА) есть ОВ и они, конечно, 
отличаются другъ отъ друга; зат6мъ я Ах == О $ иа безко- 


и будетъ тёмъ 


2 
нечно убываетъ вмЪстЬ съ Ах, т, е. а == РЕ 


меныше, чёмъ меньше Аа, у 
или чЪмъь меныше берется 
часть кривой, тЪмъ болЪе 
она похожа на прямую 
линию. 

Ву, случа не кривой, а 
прямой лиши, точки О и $ 
совпадаютъ и дифферен- 
щалъ равенъ приращенио- 

Теорема, что дифферен- 
щалъ независимаго перемфинаго равенъ приращенио, есть тотъ 
частный случай, когда прямая выражается уравнешемъ у == > 


0 х 


8 35. Дифференшалы суммъ, произведен, частныхь и функшй отъ 
функций. 

Такъ какъ диффереишалъ фунещи получается изъ произ- 
водной черезъ умножене на дифферевщалъ независимаго пере- 
мЪннаго . 

а рай == Ра ..... 


то изъ формулъ, дающихь производныя суммъ, произведен, 
‘частныхъ, легко найти соотвфтственныя формулы въ дифферен- 
алахъ. 


в. 


Ь Изь формулы производной суммы 
[Го =) 
получныь черезъ умножене на Ци 
оо чк-Р фа тах 
а отеюда, велЪдетые формулы (=) 
азы ==ЕЧР чт... . 
т, е. днфферениаль суммы равень суммь, днфференианть слезами. 


Обозначая каждую Функцио черозь одну букву и = Ё О), 

г==т(4), мы можехмь писать вмфсто (6) 
Чи -- о ан... , 89) 

2) Пзъ формулы 
Рае -Ро я зе 
у 

[ОТ а = Ам мч Р их 

далЪе на основанит (и) 


ЧЕ, 2] == РОО. .. & 


Получим 
7 и 


Т, е. бнфферениаль пронаведоня вуза сомножителей равен провз- 
ведению первею множжитеая на дифференцйаль второо, уавапиенному 
на пронзведеше второю множителя на днфференияаль первао. 


Ставя опять по одной буквЪф выфето знаковъ фузкщй, имфемъ 
Ч (ев = иче-ечи. , . .. , (40) 


3) Такимъ же образомъ изь формулы производной частпаго 


( и) ) —_ зо. Ги-Гофя 
3) — ФЕ 
получим 
7) ЧР) — Г 
Чад — [2 ос 
или 
р И ИИ, м 
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4) Особенно простой видъ получается для дифференшала 
фуньши оть функиш. Формула: 


[еб = о) 8 Ля @ 
даетть 


И: Че == Бы 69] 9 ©) 4 


зи 


Че «| = Рад [ ©) @. ...® 


т. в. дифференщиль функций равен производной по арлументу, умно- 
женной ча дифферонцииль ирумента. 


Вводя въ поелъднюю формулу а == $ (&), имБемь 
НЕ == Ра ...... 4 
какь болЪфе простой видъ формулы ({е). 


Наша теорема дЪлаетъ опредЪлеше днфференшала очень слож- 
ной функщи боле легкимъ, ч\мъ бываетъ опредЪлеше яроиз- 
водной по соот 


утственной теорем, это вслдетве того, что въ 
первомъ случаЪ дифференщаль аргумента пишется, а во вто- 
ромъь случаЪ аргументъ только подразумЪвается. 


Вычислене дифференшала дфлается постепенно, до тьхъ 
поръ пока 4х не является сомножителемь. 


Примфръ 1. 
Пусть требуется найти 
т 
9199 5 <. 
Мы находимь 


#99 > д = 


откуда 


09 . г Че 


ПримЪрь 2. 


4 (с03 09 х —- 5 9. 4 соз (09 х -- Ч 9 104 в. 


{и 
4 608 0х == — эт ут. Чоу х = — м ра. и В 


22 
Я 5 100 > == 608 109 г, 4 104 г = ++ сз 09 х. ь ., 
: 


такъ, что 


х 
— ян их + 603 109 2) й 


4 (608 409 # -——- 8 09 2) 


$ 36. Дифференщальное частное. 


Уравнеше &{ (2) ==1' (4) 45 раздБлимъ на Че 


и 
Ч ты ео @9) 


Выражене, представляющее собою частное двухъ цифферен- 
щаловъ, мы называем дифоферениальнымь частнымь. Уравнене 
(43) показываетъ, что дифференщальное частное, въ знаменате- 
лЪ котораго находится дифференщалъ независимаго перемЪп- 
наго, равняется производной, 


Докажемъ теорему, болЪе общую 


Дифференциальное частное фавняется производной той функии, 
дифференияияь которой находится в5 числитель по той функийь 
дифферениаль которой налодилнся 05 знаменатель, 


Зъ самомъ дЬлЪ, по 4-му пункту предыдущаго параграфа 


имЪемъ 


ГДЪ и = 


а) =рР' Фан 
$ (2). Раздьляя на @ и имЪемъ 
а) , 
ав о Го. 


Подставляя сюда значене и 


А [9 (2)] 
4$ (2) 


и полагая 


Ге 62] = #6) 


получим 


Этимь наша теорема доказана. 

Пуреивмане: Первоначальное обозначен, введенное Лейб- 
ницемъ, для производной, было обозначеше помощью диф- 
ференщальнаго частнаго. По своему виду это обозначене 
характеризуетть тфагь, что оно напоминаетъ происхождене 
производной какъ предъла частнаго приращенй 

ар @®) р. А7@ 
А о о, 
4; А2 


Обозначене производной помошио значка введено впо- 
сиВдетви Лагранжемъ. 


$ 37. Способъ выражемя перемфннаго въ зависимости отъ параметра. 


Во многихь случаяхь непосредственное задаше зависимаго 


перемфннаго у въ видЪ фунищи отъ независимаго 2 сопряжено 
съ затрудиещемь, происходящимъ оть недостатка удобнаго ус- 
ловнаго обозначемя Функщи, между тфмЪъ какъ оба перемфи- 
ныя свободно выражаются черезь нфкоторое третье перемЪнное. 


Примфръ: 


Пусть дано уравнен:е 


которое никаким изъ извЪъетныхь налиь приемовЪ не РТинается 
пить, чтобы у явилось функщей оть 4, ТЪагь ие менЪе возможно 
хп у выразить черезь третье перемнное #, заданное уравнешемт 
у -=7! 
Именно, подставляя это в’ь данное уравнеше нмБемь 


2 0 


дар 


‹ 


ии, по сокращений на 2 


и слфдовательно 


Гакь, что хи у являются ранональнымн функциями отъ г. 


Перемтиное. через» которое вырамеются и уз ноетнг названа 
араметра. 

Опрелълене производной вЪ томь случаЪ. когда у ни за- 
даны въ видъ функый параметра /. происходить лучше всего 
помощю дифференщальнаго частнаго. Вели 


у== ГО. = 0 
то 
ду Е Очьче=У ие 
и 
ЧУ Е Фае ра 
‹ и. рр . 45 
ЧЕ © ат 45) 
Прим$ръ: 
Пусть дана зависимость 
эта сок БЕ — Вени? 
уефа в 
тогда 
Я = (—^ пря Е Г абявао нЕ 
Пу т (ибн Е — арена 0 ЧЕ 
и 


Чу __ 
ит 


$ 38 Приращеше и дифференщалъ. 


сами приращене \(.) функщи г (@) при данвомъ значент 
а ==, положительно, го это значить, что значеше фуньщи уве- 
личивается; если она отрицательна, то значеше функци умень- 
паетсн. При суждены о вопросахъ, сода осносищихся, точное 
опредфлене приращения не нужно, необходимо только знать 
знакъ приращен!я. Возможность судить о знакЪ даетъ намъ 
дифференщалъ, Придадимь д’ постояиное значене 2, и беремъ 
выражеше приращегтя: 

Ро м) — Га = Мы) == (5) Е Я 4%. 

ЗдЬсь Ах будеть перемфннымь; если оно безконечно убы- 
ваетъ, то я безконечно убываеть. Это значитъ. что возможно 
подобрать # такъ, чтобы при | №*' < & было 


14 ЗЁЬ 
ТАЪ Ё мы выбираемль меньше {” (тж). 


При такохгь выборЪ выражее РЁ (ж) я имфетъ всегда 
знакъ, равный знаку количества {” (2), поэтому 


знать [Р (о -- 2) — 1 (®)] == знаку ({'(%,) -- 9) А = знаку / (4%) №, 


такь что 


знакъ \ (2) == знаку ЧЁ (%). . . . . (46) 


т. е. прираниие имтети знакз дифференцияла, если приращене не- 
зависнмаю перомьииио не превышает» извостиею значешя 1. 

Если нитерваломъ назовемъ тотъ рндъ значенй, который 
перемЪиное пробЪгаетъ при нЪкоторомтъ услови, то можно ска- 
зать ‘и тТакъ: ириращее иметь знакь дифференшала, если прира- 
щене независилиио перемьнито зак.понается в5 излъетноме интерваль 
оть —й 90 {- № 


Прим ръ 


Приращене функциг у == 
Ау == (# -Р м  — 
и ифференшаль: Чу = 2 Ак, 


Знакъ приращени п дифферешиала одинъ и тотъ же, пока 
А | < 
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8 39. Возрастане и убываше функщй 


Мы пазываемъ функцио возраспкиощей, если большему значе- 
Но независимаго перемфнинаго соотвЪтствуеть болыцее значеше 
функшит Сели эе таковому соотвЪтствуеть меньшее значене 
фупки, то называемъ функцпо убывающей. 


Въ формулЪ предыдущаго параграфа: 


знань АГ (к) — знаку ЧЁ знаку Г’ (*.) & 


мы даемь А® положительный знамъ, тогда 


знакъ А (т 


знаку /" {1 


а) Пусть г пробъгаеть рядъ значемй в’ь интервал отъ а 
до фн пусть при этом получатются только положительный зна- 
чении производной, Для 
у т казкдаго значения +» прн- 
ращеше будетъ положи- 
| тельно и значеше функши 
| увеличивается — функция 
| возрастает внутри интер- 
| вала. 
| Ь) Пусть 2 пробЪгаеть 
$ -Х  значея интервала отъ с 
до 4 н пусть при этохгь 
производная всегда отрицительня. Для каждаго значения к при- 
ращеня функщы отрицательны: значенн функщй только умень- 
шаются — функыйя убываеть въ этомъ нитервалу. 


[6 


Надо замфтнть, что все сказанное относитея къ тому случаю, 
когда заставляемъ независимое перемфиное возрастать. Если 
незавнсйлюе перемфнное убываеть т е. Ах << 0, то знакъ АР (ж) 
противуположенъ знаку Ё (2,) и поэтому,. при убывающемь $ и 
положительном [ (= (& :) значениг функция уменьгиаются, а при убы- 
вающемъ 2 н отрицательномъ Г (2) значення функщи увеличн- 
ваются. 


$ 40. Изслдоваме измёнейй фуннши. 


Пусть дана нфкоторая функщя /$), и пусть требуется из- 
слфдовать ея возрастане и убываше по пронзнодной } (2). 


Если производная я двухь значенй х, а и $ получаеть 


различные знаки, напр. 


Ея > 0 
ГО <о 
которое значеше хо дин котораго или 


ОГ 0) = бала, 


то между а и В имЪемъ н7 


или 
Г = юиха<и 
или для котораго 


с} Р @) переходитъ отъ одного значення кь другому, не про- 
бЪжавъ промежуточныхъ значенй. Оставляя этотъ третй слу- 
чай въ сторону, мы для изслфдовашя Функцй: рЬнаемъ уравненя 


Р® = 0,1 (0 = ©. 


Корны нхь 2, 2, #,... располагаемъ въ возрастающем 
порядкЪ. Они разлагмоть весь рядъ значенй х на интервалы; 
внутри каждаго изъ нихъ производная сохраняетъ свой знакъ,— 
то есть фушмийя внутри его или только возрастаеть нлы только. 
убываетъ. ЗатЪмъ, чтобы узнать, что получается въ каждом?» 
отдЬльномь случаЪ, опредфляемь производную для лиобого зна- 
чешя х каждаго интервала. 


Примфръ; 


Пусть требуется изслЪ- у 
довать функцпо 

то = — 3 

Берехь производную т +1 

Гыеви— 8. — бт 


Для разложеня ряда 
значенй 2 на интервалы 
приравниваемь ее нулю 


Е) 
Получаехиь корни: — Ти х== -- 1. Они разаагають рядъ 


значени 2 на три интервала: — со... -—1...-- 1... + и 
производная въ этихъ интервалахъ принимаетъ знаки: въ 


перволкь ---, во второмт» —, въ третьемъ --. Слфловательно, фуик- 
я сначала возрастает, посл®, — 1 убываеть, чтобы посл 
1 опять возрастать. 


8 41. Наибольиия и наименьшя значения. 


Вь Двухъ смежных интервалахь, разграпиченныхъ корнем 
25 уравнены 


Ро) 


= 0 паи /’ 


производнан можеть имфть или 


а) одинъ и тоть же звакъ; тогда функщя { (2) продолжает“ь 
возрастать или убываль, смотря по знаку, паи 


Ь) различные знакя. 


Разсмотримь этоть послфдый случай. Если фупкщи до 2 
возрастаетъ. затьуь убываетъ, то Ё(е,) будетъ ея наибольшее 
значене внутри извфстнаго интервала. Это звачеше ея мазйнит. 
Если она сперва убываетъ, потомъ возрастаетъ, то Гл.) будетъ 
ея ванменычее значенге; это значеше-ея и/ийиит, Такъ, въ при- 
мфрф предыдунаго параграфа, м — 
полгь — 1, иметь тахмия, равный 2. 
выражене имфетт тайма, равный — 


= при значений =, рав- 
при зпачени = -Н 1, 


Геометрическое значеше условй шахилаи’а нли титинуа 
такое: 


РС), каль извфетно всль угловой коэффишенть касатель- 
Ной въ точкЬ {2 у) къ кривой #4). Если [’(5) ==0, то угло- 
вой коэффищентъ равен нулю, касательная въ точк\ 45) па- 
раллельна оси Х-овъ. Если же #’ (в) = касатель- 


НОЙ съ 0сыю Х-овъ равенъ „›„, касательная параллельна оси 
\-овъ. 


сс, то уголъ 


1 


Если функций Г(®) пон 2 == % получаеть крайнее эначене, 
то кривая у [@) къ точкЪ 2, у, иметь касательную, парал- 
лельную иян оси абсциссь или оси ордипать. 


Въ первом'ь случаЪ кривая имфеть обыкновенный видт, во 
втором же случаф кривая получаегь при г ==, точну возвра- 
та, См. черт. на страниц 259-ой. 


$ 42. Теорема Ролля. 


Мы вилЪан, что производнан даеть возможность судить о 
перемфниостн фуикши. Наоборотъ, можно судить о значенш 
производной на осповаши ‚значенй функция. 

али функция Р(2) и произаодиая ея непрерывны и конечны виу- 
три интервцае отв @-=а д Ви вет 


Е) =) 
то существусть такое зничене с арументи 2, внутри этою интервала 


в<зе<ь 


при котеромь 
И © = 0. у 
Эта теорема носнтъ` 
пазваше теорем Ролля. 
Раныие, чфмь приступить 
къ доказательству теоре- 
мы, укажемь наши уело- 
вя, Въь самом дЬлЪ, если 
функын  получаегь раз- 0 
рыв'ь внутри нитервала. 
«....8) то вполнф возможно атобы производная была всегда 
болыше нуля, т. е. функщя возрастаеть, вслдетве разрыва 
уменьшается, а аат®мь 
опять возрастаетъ, такь 
что: {(Ф) ==Ё®). хотя 
производная всегда 
большие нуля. Такой раз- 
рыв'ь мы исгклточаель. 7 
Во вторыхъ, произ- 


Хх 


а ь 


водная должиа быть ко- 
нечиа и непрерывна. 
Именно, если произнол- 9 Е 
пая увеличиваетсн до 


безконечности, то весьма часто она затфагь дБлаетея отрица- 
тельной, какь въ случаЪ, им ющемсн на чертежЪ. Если произ- 
водиая дЪлаетъь разрьъ, то легко возможно, чтобы она перешла 


У при этомь отъ положи- 
тельнаго значення къ от- 
ри рицательному, не приняв. 
м значешя пуля. Эти три 
случая, писключенный ус- 
лошямн теоремы, изобра- 
жены на прилагаемых 
трехь чертежахъ. 
х Обратимея теперь къ 
доказательству теоремы. 
Допустнаь въ видф опыта, что она несправедямва, * е., что 
нытъ такого аваченя с, пра а < с < В, для котораго {' (#) было 
бы равно нулю. Если такъ, то производная внутри всего интер- 
вала сохраняетъ свой знак, такъ какъ переходъ оть одного 
знака къ другому возможеть только чрез нуль. Поэтому им- 
ехь @) Ё(2) > 0, при всякомъ 2 между ви 6, или же 6) # (1) -7 0, 
при всякомь к между а и ® Въ первомь случаф функшя вовра- 
стаеть п мы имфемь { (5) > 2 (@), во второмь она убываеть и 
мьг имфемь { (0) < (а) Но и то и другое невозмолино, тик, 
как условие: { (е) ={(Ф)` СлЪдовательно, предположене, сдблан- 
ное вт» вилф опыта, противорфчить условямь теоремы и по- 
этому теорема снраведлива. 


9 а Ъ 


Геометрический слиыель теоремы тако 


вле душ кривой дин сраничена равными ординатами 86 не является 
зоманной, 90 одна 35 вя касательных осада парааельна оси Х-065. 
Положенше точки, дяя которой {° (2) = 0, не всегда нужно 
знать, важно только то, что она имЪется въ даннох”ь интерваяЪ, 
Если обозиачимуь зрезъ $ 
положительную правильпу:о У 
дробь, то С 


„а-я — а) 


оудегь числомь, заключен- 
ныхгь между значешими & 
и 5. Слфдовательно можно 
написать 


| НИК 
И 
> 


= — &). $ 


—_ 61 
Если { (а) =[ ($), то уравневе Г’ (1) = 0 иметь корень: 
ва 34 — а), т. е. 


Ре — 98| ==... 


Разберемъ слЪдующи примфръ: функц 


при = = 0, получаетъ значене { (0) = 1, при < = -- УЗ получаеть 
значене [(У 3) = 1 Теорема Ролля требуетъ, чтобы между аргу- 
ментами а = биз = -+- Из существовало значеше 2 = с, прн 
котором / (с) =0 Мы въ данномъ случаЪ убЪэждаемся въ этом 
слфдующимь путемъ. Образуемъ производную: {’ (®) = За? — В, 
приравняемъ ее нулю: 82° — 8 =0 и опредълныть корни х = — 1, 


&=-- 1. Изъ нихъ второй выполняеть услове, т. е. находнтся 


между значешямн О и УЗ. 


$ 43. Теорема о среднемъ значении. 


Мы докажемъ слЪдующее: если { (2) и Ё’ (2) въ интервал 
ть в до $ конечны и непрерывны, то 
10—18 у . 
Е Ире — 9 
гдф $ правильная дробь. Гео- У 
метрическй  смысль такой, 


Ясли неломанная дуга кривой В 
стягивается хордой, то одна | 
нэъ ея касательныхь парал- | 
лельна этой хордь. Уравнеше | 
хорды будетъ | 
1 
ото а 5 Хх 


„и угловой коэффищенть есть 


УФ —1® 
$ —а ^ 
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Для. касательной угловой коэффишеитъ == {' (2). и если 


Рея — в — 1) —1(@) 


$ —в 
то касательная въ точк С, абцисса которой «+ (6 — а). 
параллельна. хордь- 

Докажемъ теорему: образуемъ Функцио 


1 ® 


$ —а 


Е (2) = @®) —1@® 


— 4), 


которая при = == «а принимаеть значене Ё («) = О и при: 
тоже Г (6) = 0. 

Теорема Ролля примфнима и требуеть чтобы Е” (; 
ЫВкоторолгь # == 3 (6 -— а). т. е. Е’ [в --*(@ —а)| 
имЪемтъ 


— 0 при 
0. Но мы 


‚ й $) — {С 
гого - 9 ИО 
и при ха — в) 

—#( 
ОР ЩИ 
или 


10 —/® 


$ —& 


аз — я... м 


Этнагь наша. формула доказана. 

Она примёнима всегда, когда условия непрерывности соблю- 
день при каждомъ значени х въ интервалЪ отъ а до $. На- 
зывая через хи #-- Ах мия либо значеня перемфинаго в’ь этохм’ь 
интервалЪ, то 


ге-ьАз. . . . 99) 


Пь еловахъь 


Теорема: отношенше приращемя функин хз приращенио независи- 
мало переитннало равно значению производной для цлументо, проме- 
жуточнао между нА % 


Это и есть, такъ называемая, теорема о среднемъ значени. 


ГЛАВА Ш. 


Производныя выещихъ порядковъ. 


8 44. Производныя высшихъ порядковъ. 


Производныя /’(=} данной функций /(2) есть тоже функц 
аргумента 2. Если существуеть предфлъ отношений: 


5 _ герм -им 


Ал Ая 


при безконечно убывающелмь Ах, т, е. если существуеть произ- 
водная функции } (2), то ее мы называемъ производной второю 
порядни или короче аторою производною: фуниии К) и обозначаелиь 


Ри 


Въ отли\е отъ нея производная / (2) иногда называется яуо- 
изводной первию порндка функщи { (2). Производная производной 
второго порядка есть производная зпретьято порядка функщи { (т) 
и изображается 


[м (2) =— р” (=) 
Производная производной я — 1-го порядка вообще будетъ 
производной -го порядка данной функции, 
и (р =... о. (50 


Въ числ тёхъ функц, производныя которыхъ мы нашли 
въ предъидущей главЪ, нЪть пи одной, производная которой 
не допускала бы въ свою очередь производной. Но нфкоторын 


& 


функц! оказываются столь простыми, что легко найти н обиий 
видъ ихъ производных высшихъ порядков, 


Иримфры. 
р 
1) (2”)' = иеи-\, поэтому 
(ети = (пы = тая — В ат? 


Вообще 
ОР = ти... тоя О, , (50 


Еслн ча Чиело цфлое, тогда; 
ое — пон... . ЗЫ 
(“тит == 0 н рядъ производных» прекращается. 
1) Функя ©? имфетьь производную е”, поэтому вообще 
("9 


ПП Функщия эйр > имфетъ производную 


(мрт) == 605 Х = ви (. -- ы ) 


поэтому 


(т — 


(53) 


8 45. Производныя суммы, произведены и частнаго. 


1) Производная суммы деухь функий равна сумль производных 


эиназ фуньит. 


(ие =иче 
отетода 
[Са аи и. 
Вообще 
(и 2 — 0 0) = м. . . (54) 


2) Производная произведеня равна сумм произведен кождало 
вомпожителя на производную друю. 


(не =иг въ 


Дифференцируемъ еще разъ: 
(ши = (шо), -Е 5) 
Ча = м ие 
(и == + 
Итакъ 
оу — "Вы и. 


Эта формула имфетъ видъ, аналогичный формул квадрата. 
бинома: 


о ие. 


Въ одной формулЪ только образуются производныя тБхъ по- 
рядковъ, которые‘ въ другой служатъ показателями степеней, 
{нашу функцию здЪсь нужно считать производной нулевого по- 
рядка). Эта аналогя чисто формальная, но ‘она повторяется, 
какъ увидимъ, и въ случаь высшихъ производныхъ. 

Допуетимъ, что соотвЪтетвенно формулЪ бинома: 

па а о Е рее т и, 


имъемъ 


(ив) — но -- п 0е-О а и "и кл 
Образуемъ 
еее" — (и ео == 9 (що) ® 
Теперь 


(ау ао Рибери |, | ню, 


Подобнымъ же образомъ: 


(в) и ий | пн 56 ... | о, 


Складываемъ соотвфтетвенные члены, принимая во внимаше 
известную формулу суммы биномальныхъ коэффищентовъ: 


т; па == @ + 1). 
Общий членъ булетъ: 
ип ен-ь; 
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поэтому 


уе == ао | (в 5 Био (в По... ить. 
Формула. 


(ооо == а вар АТО пи В, ,, Нить . . (55) 


въ которой коэффищенты суть коэффищенты бинозцальные я-ой 
степени бинома, носить назване формулы „Чейбница. 


©) Производная частнаю. Производная втораго порядка, тоесть 
производная отъ 


съ своей стороны не имфетъ столь простой формы, какъ вторая 
производная произведен. Но мы укажемъ по крайней мЪрЪ на 
одно обстоятельство. 


Въ первой производной знаменателемъ служитъ квадратъ 
знаменателя данной функщи. Чтобы судить о знаменателяхъ 
высшихъ производныхъ, образуемъ еще вторую 


и? (ен — и") — 2 ве" {г — ив 
в 


Но здфсь г въ числителЬ и знаменатель сокрелится, такъ 
что знаменателемь служитъ только третья степень г. Вообще 
знаменателемъ н-ой производной будетъ 


Въ самомъ дЪлЬ, пусть: 


(” а 
р =. т з 


ГдЬ черезъ г обозначаемъ сумму всЪхъ членовъ, имбющихся въ 
числителф. Тогда: 


()" _ Ни — (и Пах 


и 


= 
я 


$ 46. Дифференмалы высшихъ порядвовъ. 


Дифференшаломъ функши. отъ одного перемфннаго мы назы- 
вали произведене производной данной функщи на приращеше 
независимаго перемфннаго 

ЧК) ==’). 9. 


Придадимъ и приращене Аз и образуемъ приращене диф- 
ференцала 4} (@®); 
А ао = Ге РАЗ — РО] 4 
Такъ какъ отношене приращеня функщи къ приращенйо 


независимаго перемфинаго равно производной увеличенной на 
безконечно убывающую, то имфемъ: 


и поэтому; 


А Иа) == У"®) - #] Са». 


Мы называемъ дифференщеломъ дифференщала или диф- 
Ференииломь второю порядка Часть приращешя дифференщала, 
независимую отъ 9: 

ао =". Ая 
такъ что: 

Дифференцаль стогозю порядка равняется производной второю 
порядка, уможенной на квадуать приращеня  независимоо пере- 
маннао. 


Дифференщалъ второго порядка короче обочначается черезъ 
427), 


тдЪ показатель 2 служитъ знакомъ повторешя буквы 4. Такъ 
какъ Аа = 4х то имфемъ. 


Ка == р (ав. 


СоотвЪтственнымъ образомъ дифференщалъ я-аго порядка 
равенъ я-ой производной, помноженной на я-ую степень диф- 
ференщала независимаго перемЪннаго 


ФК = М). 4). ..... 050 


68 


Онъ происходигь изъ дифференщала (®—)-аго порадка, какъ 
дифференщалъ второго порядка изъ перваго дифференщала. 
Скобки, въ которыя здесь заключается фт, Чаще всего совсъмЪ 
пропускаются 

@ К) — 7 [< ах”. 

Посредствомъ дфлешя на 4х” получаемъ дифференщальное 

частное 

4 Ка) 

Па Я, с... 62 


при помощи котораго часто изображаютъ производную перваго 
порядка. 


8 47. Дифференщалъ незазисимаго перемфннаго и дифференцалы 
фуннцй отъ фукнщй. 


Независимое перемфнное имфетъ дифференщалъ второго по- 
рндка, равный нулю. Въ самомъ дЬль 
Фа = да 
и такъ какъ (#)” = 0, то 
#8 =0.. (о. (58) 
Это значитъ, что диуфуферениаль незавивимало перемъниоло счи- 
знается постояннымь ри перелльнномь д,-—и мы, при выводъ вто- 
рого дифференшала, въ самомъ дЬлЬ увеличили х на тоже са- 
мое количество Аз, которое уже служило при выводЬ перваго 
дифференщала. Имя въ виду постоянность 42, мы можемъ 
найти дифференщалы высшихъ порядковъ функщи }(®) и слЪ- 
дующимъ путемъ. Если дифференцируемъ формулу 


48 = [@®) а, 
разсматривая вторую часть какъ произведеше перемфннаго на 


постоянное имфемъ 
а [аз] = а. @ 
или, такъ какъ 
а’) = Г’ а, 


@ 9 = Г“) а, 
и точно также изъ 


а! Ка) = Ри-1 (2) аа -— 
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получимъ 


аа-1[(@ = а7®-1 (в) вй-й == 09 (в). 45. а-я 
или 
4" К) = [09 (к). аа". 


Но дифференщаль какого нибуль зависимаго перемфннаго 
нужно считать перемфннымь; напримЪръ, если 


у — 
гдВ и = (@, то изъ перваго дифференщала, 
ау == Е'&) Чь 
второй дифференшалъ получается тьмъ, что второй членъ диф- 
ференцируется какъ произведеше двухъ перемфнныхЪ 
ау ар ак + Ро ааь 
==” (ы) ан -- Год Фи... ... 69 


$ 48. Безвонечно убывающая высшихъ перядковъ. 


Если даны двЪ безконечно убывающуя и и В, и если отиошеше 
р 

м . 

= имфетъ предьломъ 0, но отношеше В къ степени х имфетъ 


а 
В . 
конечный предёлъ: #т г = 6, ТО 8 но отношенаю нз @ называется 


безконечно убывающей порядка р. Число р при этомъ будетъ больше 
единицы. 


Изъ формулы 
@ Ка) = Г 6) а" 


получаемъ 


ФИ 


= 19 и) 


аа 
и если 4х безконечно убываетъ, то @#{(&} будетъ, на оснований 
нашего опредВленя, безконечно убывающей я-аго порядка. 


$ 49. Введеше новаго независимаго перемфннаго. 


Если независимое перемфнное 2 и зависимое перемённое у 
заданы въ видЪ двухъ фунюШй параметра $ 


==) 
у =, 
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и если производныя отъ у по х требуется выразить въ видЪ 
функши отъ Ь то удобно принять } за новое независимое пе- 
ремЪиное. 

Первую производную выражаем черезь дифференщальное 
частное 
‚ _ Ч 
> +. 
Такъ какъ 

Ч == (0 


Чу =у 8 4% 
то 


Вторая производная выражается черезъ частное отъ дЪлемя 
дифференщала первой производной на дифференщаль отъ г 


ие. 00) 


и, по правилу образован дифференщала частнаго, получится 
въ видЪь 


„ у — д@х 
Уз — Чт —. 


Здфсь дифференщалъ второго порядка отъ х отличенъ отъ 
нуля, такъ какъ { принимается за независимое перемЪнное; изъ 


5 =’ Фа 
уу’ фа 
и написанныхьъ вьппе первыхъ дифференщаловъ находимъ 


„_ Фу бу 
уз = 2 (0 . 


Такимъ же образомъ поступаемъ для опредфленя производ- 
ных третьяго и высших порядковъ. 


фу 
ПримЪруъ. Пусть требуется выразить г черезь $ если 
2 == зи; мы имфемъ: 


атс за { 


слъдовательно 


и далЪе 


Изложенный методъ можеть примфняться и въ томь случаЪ, 
когда у дЪлается независимыхь перемфнныхгь;: такъ какь тогда 
Ту == 0, то имЪемь, 


Впрочемь выволь производныхь обратныхь функщй пока- 
экемь еще но слфдующемъ прамЁрЪ. 


Пусть требуется иайти производный отъ 
у яваге ва. 
Такъь какъ 
= 
то, беря произволныя обфихь частей по =, получихмь 
1 


4 


у. 


Этому уравненио даехъ вилъ: 


ыы 


и. == т | -- 
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Отсюда находимъ вторую производную: 


у. 2 т ( +5) 503 +: 


или 
ы ® ж\ 
у: == ат 2 (++ 5). зйе (- >}. 
Общ видъ производной и-аго порядка будетъ 


9) == 1.2..%— 1) зти ( = 5) зе (. +: 


[Е] 
ге 


Доказать можно это помощно полной индукщи. 


Въ самомъ дьлЪ, предполагая написанную формулу вЪрною, 
находимъ: 


ЗЕ = 1.2..и— 1). 


тп (. + 5). п зи (, + 5) 603 Е -- 2) 


Ра зя ей + ый а (, т ы] у, 


У — 18. #— Пя 


[58 п (, == =) 608 6 + 5) + 
—- 68 в ( = 5) зт (, + Е] эре! ( = =) = 
м , 

—=18... из и (+ =) эр [, = 


ГЛАВА 1\. 


Неопредвленноети. 
$ 50. Поняце объ истинномъ значени неопредфленности. 


Неопредъленностью называется всякое числовое выражене, 
при которомъ выполнеше указанвыхъ дЬйствй невозможно; сре- 
ди видовъ, могущихъ встрчаться, упоминаемь слфдунище алге- 
браическе 


0 © 
0.3: 2 -— ©, 0. © 
и показательные 
9 $ 
0°. 155, со’. 


Такой случай можеть ветрьтиться при опредЪлени значешя 
нЪкоторой функщи {(®) для даннаго значешя аргумента 5 == а. 
Но это будетъ всегда исключительнымь явлешемъ, т. е. фувк- 
ще { (=) при всфхъ значешяхъ аргумента, кромф значешя, рав- 
наго а (и, можеть быть, еще при ньсколькихъ другихъ), является 
вполнЪ опредълениою и только при х = а является въ неопуедь- 
яенномь вндь 


Это значить, что и 
Ка | %), 


т. е. значеше функщи при аргументЪ, увеличенномь противъ & 
на Ах, вполнЪ опредфленно. Чстиннымь значешемъ отъ (а) мы 
называемъ 


ит а -- А5), 
при условшм, что приращене Ах безконечно убываетъ. 


Истинное значене /(4) = ши (а -- Ал). 


4 __ 


$ 51. Обобщенше теоремы о среднемъ значенти. 


Пусть /(®) и 9) двЪ функши конечныя и непрерывныя въ 
интервалЪ оть х == а до х = а, | 44. 


Составимъ изъ нихъ сльдующую новую функцио оть 2: 


Р-р — о — Го м — Ро] 9 


тогда для этой функция имЪфемъ 


Е) == 10 -- 9 р) — РР 9, 
ЕО РЕ, 9 Ро об - 9, 


такъ что 


Е (ю -- № =Е (4). 


Поэтому теорема Ролля примфнима къ фувкщи Е (®), т, е. мы 
можемъ найти такое значене аргумента д ®-Е8Ал, ГД пра- 
вильная дробь, чтобы при немъ имфли: 


Е 8) ==0; 


такъ какъ 


Е (2) — [9% АЗ — об — И, + АЗ Ра 
то при ==, | $ Ах имфемъ 


Гобь, + 3%) — де -- 848) — [Их -- А) — Ка)’ -- Аз) =0. 


Пзь этого послфдняго уравнешя происходить посредетвомъ 
дЪлевмя слЪдующая формула: 


Г м _ 
9 5) 9) | 
Она въ случаъ, когда фучкщя у(1) тожественно равна 2, 


переходить въ теорему о среднемъ значени, поэтому явлнется 
ея обобщенемъ. 


(61) 


Въ словахъ ее можно выразить такъ; 


Отношене пририлщенй двукь фуниий равно отношенао производ- 
ных, взлтыйь при знамени артументи, бозущемь начальнао, но мену- 
зиемв пририщеннело значеня. 
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$ 52. Отношеше безконечно убывающихь функшй или неопредЪлен- 


ность КУ . 
сли дана функщя 
ал 2) 
вы = 9 


и значеше ея при х—& становится невычислимым вслЪдствге 
того, что 


#(@) = 
9 (@) = 0, 
то по 8 50-му мы называемъ истиннымъ сначешемъ функции 
Е (@ = ЖЕ РАФ. 
Изъ обобщенной теоремы с среднемъ значеши 


Гена —!Г® _ Гота 


9@--Аз —® се ф:Ад 


при натемъ услови происходить 


Га Г Аз) Г ила) 
г 


э@--лая — 9 3АЗ 


и если Аз безконечно убываетъ, имфемъ И (а К АЗ) == Въ 
(& [33 -—=йв в вмЪсто выведенной нами формулой можно 
писать 
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при Йт = =. Эта формула примЪфнима только тогда, когда 
предълъ правой части въ самомъ дЪлЪ существуетъ, 
Примънене покажемъ на трехъ примфрахъ. 
1°. Пусть требуется найти 


в а 


Е@® = 


&—а 


при з = а. Непосредственно получается 


Примфнимъ формулу (62). 


а — а (2 — а) ве 


бт = йт в-® = т 1 


#—@ 


Новая функшя 
ва! 


при х == а имфетъ опредЪленное значеше 


ват. 


Сл\Ъдовательно 


и истинное значене нашей функщи при 2 == а будеть 


Е (а) = па" *. 


92°. 


По формул (62) имъемъ 


Г (#— 0) аа — 096 _ 


йт —==Ит ^^” == Ито т = 09 @ — 1006. 
СлЪдовательно 
@ 
РО = 
5 5 — 
з-. Е = те 
0 
принимаеть видъ э при в ==0. 
е — Я 9 ее" 
Ни ие а. 


ра 603 


Можеть случиться, что формула: 


т 9. — т Г 
1 в в РЯ 


при йт х == в приведитъ насъ ие къ опредЬленному результату, 
а кь новой неопредфленности того же типа 6: Это будеть 
имЪть мЪото, когда: 
Ё @==0и у = 0. 
Тогда 


Въ этомъ случаЪ мы опять примфняемъ формулу (62) кь но- 
вой функции: 


С) 
7у®› 
и имъемъ 
Г Г ® — йт АСВ = Ив И 
9 @® 9 @)] 9” 


Такъ мы продолжаемъ, пока въ результатЪ не получится 
опредЪленность 


ПримЪръ. . 
во) — Е ие (при = — 0) 


=!= 


По формуль (62) имъемъ: 


х — те {2 — 515)" 0 
Вт = дж - : 
Ры (=) 0 
1 — 05 & 
т оз = бт 
а 


Слфдовательно 


1 
ЕО. 
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$ 53. Отношеше двухъ безконечно-возрастающихь фуннцй. 


Если при (я = а функни (2) и 9(@) безконечно возра- 
стаютъ, то опредьлене ихъ предЪльнаго отновмешя можно осно- 
вывать на предыдущемъ способЪ. 


Именно, измфния видъ отвошешя ихъ: 


мы получимъ форму разобраннаго нами типа.—Между тьмъ и 
дЪйствительна теорема: 


ели Р(®) и 94(®) бозвонемно возрастеють, но предьль иха отно- 
шенйя воненень в отлаииенг оте нуля, то: 


ра #0) 


{т > = (тт 
9 (#) 


я ®` 
Въ самомъ дЬлЬ, теорема предъидущаго параграфа на ое- 
новаши нашего замфчан!я, что: 


даетъ 


Я, ГЫ 


ан, #0) 
Такь какъ, но предположенно т й конеченъ и различенъ 


92} 
отъ нуля, раздЪлимъ на него и получимъ: 
Ш. 9}, Ро 
== в Я. йт а). 
Отеюда 
ть 1.2 = т 28 
я’ @) а ^ 


т 


Услове, чтобы предфль былъ отличенъ оть нуля и коне- 
ченъ, вещественно только по отношению къ доказательству, а 
справедлива и безъ такихъ ограничен теорема, 


сли Р(®) и 9%) при х = а безконвино возробтеяоть, то 


#0) г® 


йт э@ ) — йт т 7 (68) 


Въ самомъ дЬлЬ, если 
| 18) — 
9% — 
то 


д + е9@) 


т 99 = 
и по предъидущей теоремь 


# [№ + са@)Т. 
т 
у (®) 


или 


(ея 0) т 7. 
78) туш т 


Го _ 
ит ф= 0 


Ап 


и теорема справедлива и въ томъ случа, когда предфльное 
значене функщи есть нуль. 


Если же 


то 


слфдовательно 


и 


Итакъ теорема во всьхъ случаяхъ доказана 
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Примфнима она въ многочисленныхь случаяхъ, особенно 
тогда, когда отношене производныхь можеть быть приведено 
къ болфе простой форм%. 


ПримЪфръ. При ж =а 
9 Е — в) 


бт Лод = ии 


Здфсь упрощаемъь дробь, числитель и знаменатель которой 
имфютъ дробный видъ, и получаем 
109 ( — а) 1—9 


109 (© — ее“) = т с#—& 


аа 


что по предыдущему параграфу будетъ равняться 


р г)’ . сес 
т = р 2 
в @— с 


вап 


$ 54. Неопредфленности остальныхь тиновъ. 


1. Если Р(@) = би 9(@) = 0, то 


И 
19 9% 
при х == а получается въ невычислимой форм со — со. Мы 
образуемъ 
р (= 1 ) р ®—#® 
"т 90)" офР® 


и опредфляемъ предфль отношенн этихь двухъ безконечно 
убываощихъ. 


Интересно слЪдующее обстоятельство 


Г @-РГ® УГ ® 
т ОР = "уф РЫ-УФРЫ ^ ото Ро 


Но 1 (а) = 0, 9(а) = 0, слфдовательно въ общемъ случаЪ 


. 1 1 9®@-Р® 
вы (р 75) о 


и только при 9 (а) = {’ (и) 


бт (п = в) = 5 


Примфръ. 


Р®) == 


При 5 ==1, имфемъ 


0-5 — уе в 


в (м — 1 — т (м — 1) | 
РО ри 


Вт РО) р ата 1 ина 0 
И При О 


Далфе 


ве) ят(т--Пат——ти(п— Г 
тт рт (и — Пай (дт— Па нат-т—П-ай—1) 


пт (в —1) —ти®и— 1) т—® 
> За. т —— 2 * 


2. Если }(«) = 0, 9 (а) = со, то произведене ихъ невычи- 
слимо. Но 


‚ЕЁ ‚ 9 
йт ту или ит 
(5) ^ (в) 


получается, какъь предёлъ отношеня, или безконечно убываю- 
шихь, или безконечно возрастающихъ. 


3. Функщя 
Рад == оздодИя 
при х = « невычислима только тогда, когда. 
9%. Е® 


невычислимо вслфдстве того, что оно представляется въ вид 
<5.0 или 0.00. 


Это имЪетъ мЪсто, когда 


09 Ка) == 0 и 9(@) == со или 9(@) = 0, 109 Ка) == Е со. 
По этому имфемъ три случая, 
а) Ка =1, а ==, 
8) Ка) =0, 9@) =0, 
6) Ка) == о5, 9) = 0, 
которые даютъ только перечисленныя раныше неопредвленности 
155, 0', со". 
Вычислене предфльныхъ значенй въ этомъ случаф обык- 


новенно производится послЪ предварительнаго логариемированя 
выражен. 


$ 55. Предблы при безнонечно возрастающемъ независимомъ пере- 
мЪнномЪ. 


Мы видфли, что: 


у Г®. 
92 - = ит ту 9) 


тогда, когда /(2) и 9(2) безконечно возрастаютъ или убываютъ, 
если х приближается къ конечному предълу а. 

Мы распространимъ теперь эту теорему и на случай безко- 
нечно возрастающаго аргумента. 

Въ самомъ дЪЬлф, при введеши новаго перемфинаго у чрезъ 
подстановку 


т 


# = 9) 
имЪемъ 


РЗ] _ г)  Р®) 
979) 9.0 9.’ 


При введеши новаго перемфннаго у такого, которое при 


$ == <> принимаеть конечное значене а, напр.: а имфемъ 
возможность примфнить формулу (62) 


Из 
ИО 


269) 


р: 
22 РА в В 


= Вт 


.. 88 
которая при обратномъ введеши х на основаши доказанной 
сейчасъ формулы, даетъ: 


и при 2 безконечно возрастающемъ. 
Прим ры 


При х безконечно возрастающемъ 


= с 
и 
Е 1 
Я е—-® — |; ее = М — = 
пд * = ит а = Вт с 0. 


Но это имфетъ мото только при воложительномь 2, безхонечно 
возрастающемь 


Возведемъ первое уравнее въ положительную степень *; 


спе 


— ©; 


йт ; 


раздЪлимЪ на ®: 
ее 


т — 
а ал)" 


И ВМЪСтО их пишемъ 2, тогда 
её 


Фив да = ©. 


Но, при х безконечно возрастающемъ, 
‚2—5 з 
Я 


нельзя опредълить по этому правилу, такъ какъ 


(— 5)’ =1 — са, @' =1 


и отношеше ихъ не имфетъ предЬла. Существоване же предЬла въ 
8 28, стр. 75 форм. (62), необходимо для примнимости формулы. 


Чтобы узнать, чему равняется искомый предЪлъ, можно 
раздълить числителя почленно на 2, и отсюда вывести, что 
предфлъ отношеня равенъ единиц. 


ГЛАВА \. 


Строки Тау1ог?а и Мас-Гануйта. 
$ 56. Введен. 


Какъ извЪфстно, не всегда требуется или не всегда возможно 
узнать значешя функши вполн® точно, а только съ извЪстнымъ 
приближеншемь; тогда требуется найти токае число, которое отъ 
значешя функщи отлично на количество, меньше даннаго малаго 
числа &. 

НапримЬръ, въ таблинахъ семизначныхь логариемовъ с00б- 
щаются Числа, отличныя отъ логариомовъ меньше, чЁмъ на 


0,00000005. 


Ноэтому въ такихъ случаяхъ не важна сама функшя, если 
ея вычислеше сопряжено съ большимъ трудомъ, а достаточно 
знать функцию, отличную отъ нея на количество, меньшее, чфмъ 
число, характеризующее требующую точность. 

Точность зависитъ отъ усло примфнешя, поэтому, если мы 
составимъ новую функцию, то мы должны имфть въ виду формулы, 
даюнця возможность найти искомыя значея со всякой требу- 
емой точностью. 

Среди такихъ формулъ, одна изъ самыхъ общихь есть фор- 
мула, носящая назване формулы Тило’а или сшроки Тиуога. 
Нодъ назвашемъ строки, вообще, разумФется сумма, слагаемыя 
которой составляются по нфкоторому закону. 


Строка Та\Мюог’а имфетъ видъ: 


й т 
Га Ро + О-ва... + 


вы 
+ и (ету (ш-- 81), . . (63) 


ГДЬ ж-— НЪкоторое значеше аргумента, ж--й#—нЪкоторое другое, 
слЬд. #— приращеше, данное первому аргументу для того, чтобы 
получить второй аргументъ. 


ДалЪе Г’ (ло), РГ” (2), Ё”' (в)... 9 (во суть значешя производ- 


ныхъ функши /(®) при аргументь в. Числа И, 2 3)... 
(знакъ „!“ читается-—„факультеть“) обозначаютъ сокращенно 
произведения: 1, 12, 1.2.3,... 1.23, .. м. 


Законъ составленя строки такой: 

Назовемъ членъ /(2) нулевымь членомъ строки, тогда мер- 
вый членъ есть произведеще первой степени № на лервую произ- 
водную, дфленное на 1! 

ВЕ’ (2) 
и ` 

Второй членъ— произведене второй степени # на вторую про- 

изводную, дБленное на 1! 


и вообще я-ый членъ — произведене н-ой степи В на 9-ую 
производную, дБленное на »! 
1 6) 


т 


КромЪ этихъ членовъ имфемъ послЪднйй членъ „остаточный“, 
въ которомъ исключеше изъ общаго закона заключается въ 
значеши аргумента, не равномъ д» а -- А, СДЪ 5 положи- 
тельная правильная дробь, 

Пре уе (у 

в Ни _ 

Такъ какъ п произвольное цфлое число, то формула (68) заклю- 
чаетъ въ себЪ безчисленное множество формулъ. 

Въ приложещяхъ строки Тау\ога вычисляются члены, опв- 
нивается остаточный членъ, значене } (, -|- 1) приравнивается 
сумм6 всфхъ вычисленныхъ членовъ и точность результата ха- 
рактеризуется величиной остаточнаго члена. 


п) 


$ 57. Выводъ строви Тауюга. 


Чтобы вывести строку Тэйлора въ общемъ случа, восполь- 
зуемся методомъ полной индукци. По теоремф о среднемъ зна- 
чени, имъемъ: 

И щ% НВ — Еф 
й 


==, -- 0, 


[Ра 
я 


гдЪ з— положительная дробь; мы пишемъ эту формулу такъ 


Ро В = Рад + + Ра 


а это-строка Тэйлора въ случа и == 0. 


Итакъ, согласно методу полной индукщи, предположимъ, что 
формула 


} ри 
Ибо НВ = Ра) + ТЕР ея ат --..+ 


им 
= ПИ) 


В 
тя (а -- 32) 


справедлива и, исходя изъ нея, докажемъ справедливость фор- 
мулы (63). Перенесемь всЪ члены, за исключешемтъ остаточнаго, 
въ лЪвую часть и раздълимъ на 1, тогда 
р 
бь -0 — Ге) — ПР) —..— ОНИ 
ру — =я Ра, + )..@) 


Теперь разсмотримъ формулу 


р! 


в 
ба -- В) — ао) о. — д" — ог 
ИС — о 


отличную отъ лЪвой части предыдущей формулы ТЬмъ, что въ 
числителЪ прибавленъ членъ 


ри 
я (то) 


и знаменатель умноженъ на #, 

Если принять эту форму за функцио оть й, то можно къ ней 
примЪнить обобщенную теорему о среднемъ значении ($ 51), такъ 
какъ и числитель и знаменатель при 1 == 0 обращаются въ нули. 
Согласно этой теоремЪ можно найти такое значеше аргумента 7: 


<< 


чтобы отношеше производныхь числителя и знаменателя, обра- 
зуемыхъ при этомъ значени, было равно данной дроби. 


Итакъ 
в р 
Ко НВ — Иа) — Г о) г а —.. = 1 (о) 
ЕЕ 
, у 
бы) — Раю — Гея АИ 
Жером —_ 9 


Въ правой части находится выражеше, соотв тствующее лЪ- 
вой части уравнешя (), съ тою разницей, что эдёсь имфемъ 
вмЬсто функши Ко функцию Р’@) и вмЪето приращешя й при- 
рашеше аргумента #,. Слфдовательно, эта часть уравнешя бу- 
детъ равняться: 

1 1 
о. НЫ эй). 
в! Пе эй) 

Величина яй, представляеть с0б0ю часть № и поэтому 

меньше 4, мы ее назовемъ черезъ $й; итакъ изъ (5) пррисходитъ 


де 
Кь РЭ — Ио) — 7) — д | 
ТЕ - ри 


ИЛИ 


т 2 р 
Ио -- И == И Ред. И в9 + 


и. 


дет ИИ 
+ И! (ж + 8%). 

Итакъ, доказано, что формула справедлива въ случаЪ я, 
если она справедлива въ случав я — 1. Поэтому, въ виду того, 
что формула справедлива въ случа в==0, она вообще спра- 
ведлива. 

Обратимъ еще разъ внимаше на послЪдый членъ, который 
содержитъ неопредфленную правильну!о дробь и носитъ назва- 
не, какъ мы уже говорили, остаточнаго члена, Въ виду нео- 
предленности его, можно дать ему различныя формы. 

Та форма, въ которой мы его вывели, называется формой 
Тауануеа. 

Приложить можно строку ко веъмь фунюилме, которыя в5 ин- 
терваль оть щ 00 = непрерывны и имтютг производныя 00 
в- 1-0 порядка, непрерыеныя вё томё же интервал. 
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$ 58. Новый выводъ строни Тэйлора. Остаточный членъ въ формё 
Коши. 


Назовем и», -- А черезъ ж, слфдовательно 2 = — Ви 0об- 


разуемь: 


7 в РАВ 
Кое + Геи" 9+. уе НР 


Функщя №) будетъ остаточиымъ членомъ строки Тэйлора 
Беремъ производную, разсматривая # какъ перемфнное, а х какъ 
постоянное, Тогда получимъ: 


= (ОР ео 


‚бу с 
те -Э+ыя/"в (о 


риф! 


тр , 
би! -в(—1 
Е’ (й) 
ЗдЬеь всф слЪдующе другь за другомъ члены сокращаются, 
и у насъ остаются только послЪдне два члена, которые даютъ: 
й 


0 
ИНО (в — №), 


Е) 
Для функции 1), которая при = 0 обращается въ нуль, 
обобщенная теорема о среднемъ значени ($ 5Г) даетъ 


в РО) 


ди — тт 


гдь 1, меньше 4, скажемъ , =й. Тогда подстановка значеня 
©’ (1;} дастъ: 
а НО (5 — 
А Е р - И 
ИЛИ 
НЕ НЫ (р — 81) 
т. в! 


Е (0) = ($1 


Если положимъ т —я -- |, то мы имфемъ извфстный намъ 
Лагранжевый видъ остаточнаго члена 


90 


Пе е-НО (@— 90) 


РО) = И 


Если же беремъ т = 1. то получимъ 


(511) 


Е) = я 


что будетъ новымъ видомъ остаточнаго члена, — формою Саисйу, 


Вводя опять %--й вмЪето 4, и обращаясь къ исходной 
строкВ, имфемъ или 


и и 
ИН = ед" в) + ..... + и 9 9 + 
ыы и , 
Аа 0 — $9, 


что будеть строкою Тэйлора въ ФформЪ Лагранжа, или 


ра р 
Иер РМ в) + Г 9. Род 


рН 
наб... 66 


строку Тэйлора въ форм Коши. 


$ 59 Прилонеше строни Тауог’а къ выводу формулы относительно 
степени бинома. 
Примфнимъ строку 'Тауюга къ фунвши 
Ра) == а" 
гдЪ м произвольное число, цфлое или дробное или, даже, мо- 
жетъ быть ирращональное, положительное или отрицательное. 
Тогда: 
Ре -- = в + 
и слЪдовательно лЪвая часть формулы будетъ степенью бинома, 


Для разложеня ‹стедени бинома по строкь 'Тау\от’а составимъ 
для данной функции 2” всЪ производныя: 
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Е’ (2) == щаб—! 
РЁ’ = тв — )”* 
р“@) == ит —- (т — 2) 7-3 


7 = тт — Пт—).... т—в-- О 
и внесемъ значешя этихъ производныхъ при х== въ фор- 
мулу Тауог’а; получимъ: 
р т(т — 1) 
ве = д -- гаи" 1% -- я дут 1. 
ян — 1 —2 
тебя те ) 38 
№ за ба —2)...- _(@ъ 2#+О дееав - 


п! 


, эт — Ив — 7)... бп 
" и! 

Формула, полученная нами, почти совсфмъ не отличается отъ 
формулы, извЪстной подъ назвашемъ бинома Ньютона. Тфмъ 
не менфе существуетъ разница. 

Именно: строка Тауог’а можетъ быть прекращена на любом 
члень и остаточный членъ, обусловленный мЪстомъ прекраще- 
ня, имфетъ видъ, который дает намъ возможность судить о 
его величинЪ. Во вторыхъ она примфнима въ случаяхъ цфлыхъ, 
дробныхъ и иррац!ональныхъ показателей степени, 

Для лучитаго объясненя даемъ два числовыхъ примЪра. 

1°. Вычислить (1,001) съ точностью до 0,000001. 


2) (в + "ян: ,. (65) 


Беремъ разложенте по о Тауог’а; 
8.9.10 
(1,001) = 1 10.0,001 +8 —5`. 0,000001 + = 128 0,00000001; 
пока безъ остаточнаго члена, получимъ 
1,019045120 

причемъ послЪднй членъ уже не оказываетъ никакого влёян:я. 

Посмотримъ, какое вляне сказывается отъ остаточнаго члена, 
имЪющаго здЪеь видъ;: 


— 280 (0,001. (1 1 $0,001%, 
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гдФ 3 правильная дробь. Чтобы оцфнить это вмяше, увеличимъ 
его, полагая вмЪсто (1 -|- 30,001}? величину (1,001)". 

Тогда В < 0,000000000280 (1,001) и мы нашли не только 
6, но даже 9 десятичныхъ знаковъ вполн® точно. 


ПримЪръ 2°. Пусть требуется найти 


у = 


26 
съ точностью до 0,0000005, 


Для того, чтобы найти значеше, умкожимъ подъ знакомъ 
корня выражеше на 25 и раздЪлимъ корень на 5. 


Тогда 


Положимъ далЪе 


В можно увеличить такимъ образомъ, что вместо послЪд- 
ней дроби мы пишемъ единицу, тогда 


= <. Зв <= и : 


Слфдовательно 


=, | =0,196120 


1 й . < 
550505 == 00000004, какъ это и`требовалось. 


©<ъ точностью доб 
$ 60. Строха Мас-Гацейта. 


Формула Тауога во многихъ случаяхъ употребляется въ 
другой форм, которая получается, если въ о 


А+ 
Из -- ®) = Кю) Е Вы) +... Ред ий (к -- 51) 


ы 


08 


2 приравняемъ нулю и вмЪсто й напишемъ х. Тогда формула 


(0) #0) = 
Код = ого РОЙ Ре 


п! 


[о (62) 

в- 

называется строкою Мас-Гаигига. 
Строка Макъ-Лорена въ формЪ Коши будетъ: 


же (... . (06) 


К 


Иод = ИО оо) + б.у + 


пера 
На ф.о... 67 


| 
т 


ПримЪры: 


&«) Показательная функция г”. 


Такъ какъ (е*}08 — е°, то е* и вс производныя при # ==0, 
будутъ равны единицЪ. Итакъ: 


р 2 я дп дя 
1 


ПЕРРИ РитТафи 


есть разложеше отъ г* въ строку Макъ-Лорена. 


Это разложене, велЪдетве т010, что е* и всЪ производныя. 
непрерывны при всёхъ значешяхь х, возможно при всЪхъ зна- 
ченяхъ д (см. 8 57), Для того, чтобы судить о практической при- 
годности его, приходится узнать приближенное значеше остаточ- 
наго члена. Мы можемъ доказать, что если выбираемъ для в 
достаточно большое число, остаточной членъ можеть сдЪлаться 
меньше даннаго числа Х. Въ самомъ дЪлЪ, пусть 2 большое 
число, но меньше пЪфлаго числа и; мы беремъ п >. Тогда 
остаточный членъ, который напишемъ въ слфдующемъ видЪ 


аа х я =. 
11278 `` 


будетъ меньше чфмъ произведеше 


На 
| 
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которое получается черезъ замфну знаменателей в -- [,. т-- 2, 
..п-- 1, менышимъ количествомъ т и показателя 5% большимъ 
количествомъ ль. Мы опредфлимъ » такъ, чтобы произведеше 


было меныне #: 


5 [ле 
2 [2 Зь 
т 


мы должны имъть 


= Ь 


ЕЯ 
а это неравенство выполнимо, такъ какъ г правильная дробь. 


ра 


Доказанной теорем можно придать еще сльдующ видъ. 

Остаточный чаень разложеня похазатецной фуниши при в без- 
коненно возроспилощемь безконечно убывает». 

Фактическое опредЪлеше е* помощью строки Макъ-Лорена, 
при несколько большомъ значейи х, требуетъь вычислешя мно- 
гихъ членовъ. 


При х = 1, имфемъ: 


11 
е=1 фича... 


поэтому 
1 
е> 1+ 
1 
е<1- п 
и отсюда 


7 яти 
Числовое значеше г, основайя натуральныхъ логарномовъ, 
такимъ образомъ получается изъ 11 членовъ 


95 
6 > 2,71828180 
в < 2,718281885. 
6) Тригонометрическ!я функц1и. 
Функщя и производныя функции 3 х суть 
1%, 608) — 90 ®, — 608 &, тт, 003%, 91, — 608 %, 
Поэтому, при д ==0 получаются значешя 
0, 10, —1,0, 10, —10.. 


Итак, если остановимся на (8 -- 1)-омъ членЪ: 


. яя эл С. 2+8 
вия — р-р. + (1 т 1+ Эи-81 888 88 (69) 
и, если остановимся на (2 -|- 2)-омъ член®: 

в 5 да д" 8 


зи 


Е + 
Си ПБ 00582 


Такъ какъ остаточный членъ меньше (2 -- 3)-го члена раз- 
ложешя, то при вычислени 3 2 можно руководиться поелфднимъ 
вычисленнымъ членомъ равложешя: если онъ меньше требуемой 
точности, то разложеше можно считать оконченнымъ. 

Е з05 при п безнонечио возрастоющеми оспиипочный чаень без- 
монечно убывает 

Разложеше с0зд по строкЪ Макъ-Лорена, ввиду того, что 
функшя и ея производныя 


6082, — в, — 008, т 4, .. 


при 2==0 обращаются въ: 
1, —0, 1,0,.. 
будетъ 
2 # ай ди? 
605 ® == 1 5 | т... + (— 1» 5 | ( тт 608 8% (70) 


8) Круговыя функцги. 
Въ 8 49-мъ нашли, что, если 


$ = а7е #, 
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то 


У = (и — 1131 ( = 2) 608" у. 
При х=0 имфемъ 


у=0 


и, слъдовательно, при этомъ значени я: 


пт 
900 == (в — 1)! 55 5. 


Разложеше по строкЪ Макъ-Лорена функщи 4709 2 поэтому 
будетъ: 
‚т ‚ж тя 
ат у в ==0 | тр. | 3 ``. т + 21 5% 5... | 


_ н 
, о, : Г ® „24 
г (в — ве. ар #1 в (в -Ы1) у э | НУ, ти 


Здесь всЪ четныя степени = пропадуть, вслфдств!е того, что 


_ Виж 
оо 
вт —5 


а въ нечетныхъ членахъ коэффищенть 


ат & = 8 3 РЕ Песнь, ... (11 
здесь 
да = 
В = эт (п Е 1) (, + 7) воз у 


гДЪ у нЬкоторая дуга, такъ что В по численной величинЪ ока- 
зывается меньше чфмъ: 

да 

#1 ° 

Что касается примБнимости строки, то въ случаЪ, когда 

Е > 1, члены строки одновременно съ ® безконечио возраспиноть, 
слЪдовательно разложеше не дастъ удовлетворительнаго числен- 
наго результата. Если же |#|< 1, то 


эт 


ди | 1 
Ра--1 | < #1 


и цоэтому, при я безконечно возрастающемъ, безконечио убы- 


|< 


я 


ваеть. При 2: =1 имфемъ ау 1 == р. слЪдовательно 


= 11 1) 
ЕР т 


1 
од [81 < 5 Е 


Вычислеше к помощью этой строки, носящей назване стро- 
ки Лейбница, очень затруднительно, 

Легче пользоваться соотношешями между агсм’ми. Напри- 
мЬръ, слъдующимъ: 


т п 
2 ас -3- | ас = = с, 


- 1 р 
которое для достижения точности до —10007 требуетъ только три 


члена разложеня але + = И два члена разложешя атс. Въ 
самомъ дЬлЬ 
1 


ил 1 1 | 
атс —5 3 г Г тяя — изо ГВ 
Ш 1 1 
ито т = 5 — 5 мов Е № 
СлЪдовательно 
ту | 


х = 84159 - | Фанов -1- =8|-- =-- 
1 1 
Ра 


съ точностью ДО ах о въ первомъ разложени И ДО 56500 ВО второмъ. 


о 
$ 61. Разложеше логариема по строк Манъ-Лорена. 


Функцно 09 нельзя разложить по строкв Макъ-Лорена, такъ 
какъ 


‚1 
(юр) = 


при & =0 обращается въ безконечность. 
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Но 109 (1 -|- 5) не страдаетъ этимъ недостаткомъ. Мы имфемъ 


манат ра +9 
и отсюда находимъ (ср форм. 50) 
[09 (1 -гз)9 = —1.— 2... (в О а— 
= (— {1—1 -®- 
[9 Е - в] о = (— 1. ща. 
При х == 0 будетъ #(0) = 91 =0и 
РО = 1,0) ИР” (0) = 21...70) = (— 18-1 — 1 


такъ что разложеше по строкЪ Макъ-Лорена отъ 104 (1 + =) 
принимаетъ видъ 


091+5)=0-1.5— 


гдЪ В обозначаетъ остаточный членъ, или послЪ сокращеня 


С-В а _ 
Ето ИВ... (2) 


Это разложеше имфеть место для всЪхь значенй в отъ 
— 1 до безконечности, такъ какъ фунющя и ея производныя не- 
прерывны въ этомъ интерваллЪ, исключая х = — 1. 

ТЬмъ не менфе оно практически примфнимо лишь въ интер- 
валяв оть —1 до 1, такъ какъ, если 2 > 1, то членъ 

Ро 

(—1)* ве 

становится ТЪмъ болыше, чфмъ больше берется ж и при в без- 

конечно возрастающемъ тоже безконечно возрастаетъ (ср. 8 60). 

Но въ интервалль 
—1<а<-1 

строка можеть служить дия вычислешя логариемовъ съ какой 

угодно точностью, какъ намъ покажетъ изслфдоваше ея оста- 
точнаго члена. 

Сь этой цфлью возьмемъ остаточный членъ въ форм Коши: 


ре 


и НОА — 9) 


уу 


который принимаетъ видъ: 


ва. (— Пиар! 


в! 


или по упрощени 


в аа 


и 
а+(-я 


в==(—1} 


31° 


Безконечное убываше его при безконечно возрастающемъ 
п можно доказать слфдующимъ путемъ. Мы имфемъ тождество: 


8" рая 
1—9 — 1—5». 


Въ виду того. что $ правильная положительная дробь, лЪвая 
часть тождества положительна при д >> — 1, а правая, при томъ- 
эже условш, меньше единицы. Поэтому мы имфемъ дфло съ поло- 
экительною дробью, которуто можно назвать ». 


8 


1-а-ух 


Тогла остаточный членъ будетъ вида: 


Е 12. 
"тка-уз = ткани 


в—=( 


а такъ какъ первый сомножитель: 


(— 1)" 
14—85 
остается конечнымъ, второй эже (5), будучи степенью произве- 


дешя правильныхъ дробей, при  безконечно возрастающемъ 
безконечно убываеть, когда выполнено неравенство 


—1<2<1 


то остаточный членъ при этомъ посл%днемъ услови безконечно 
убываетъ, что и требовалось доказать. 
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„НХ р 
$ 61. Разложене тх т строк5 Макъ-Лорена. 


Мы нашли, что въ разложенши 


а] == — 51 О 8 РВ 


остаточный членъ безконечно убываетъ при * безконечно воз- 
растающемъ, лишь только 
1 << Е 


Внесемъ въ это разложене— 2 вмЪсто 2х, тогда будетъ 


А и 


2 . 
$ .. + В, 


00(1— = —х 
ГАЪ В. остаточный члеръ, который тоже безконечно убываеть 
при ® безконечно возрастаощемъ. 


Вычтемъ вторую формулу изъ первой, тогда получимъ: 
1-х 
= 2% 


1—з 
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гдЪ .2т --1 равняется или п — 1 или п, смотря по тому. будетъ 
ли и четнымъ или нечетнымъ числомъ. 


Этою слирокою возможно пользовиться для опредвлещя пошриома 
произвольнаю положительно числа 


Въ самомъ ДЬлЪ, пусть требуется найти у М. 


Положимъ: 


и рынимъ по л, тогда 


будетъ положительной или отрицательной дробыо, смотря по 
тому, М болыне ли или меньше единицы. Итакъ 


м! ВЕ: =! А 
т 


юа М = (т 3 +В, 


уу + Ро ки 
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и остаточный членъ безконечно убываетъ при м» безконечно 
возрастающем, такъ какъ аргументъ строки по численной ве- 
личинъ меньше единицы. 

Выведенная нами въ этомъ параграфЪ строка относительно 
практической примзнимости имЪетъ` преимущество передъ про- 
стой логариемической строкото. Въ самомъ дЪлЪ, пусть 0<у<1 
и пусть требуется найти 109 (4 -- у). Полагая 


иаходимъ 


Итакъ съ одной стороны имЪемъ 


ры з а 
АУ. В, 
съ другой 
в у 2 у у 2 -( у |" , 
м-н (58 За Я+у +В’. 


Не только аргументъ второй строки меныше половины аргумен- 
та первой, но и члены съ четными показателями отсутствуютъ 
во второй строкЁ, такъ что для достижешя данной точности 
нужно гораздо меньще членовъ. 

Необходимо замЪтить, что всЪ разложешя, дамоп{е натураль- 
ные логариомы, для получешя Бригговыхьъ логариемовъ должны 
быть раздфлены на натуральный 63 10. 


ГЛАВА У, 


Крайн]я значемя функщЙ. 
$ 62. Наибольшее и наименьшее значеше функщи. 


Мы видфли въ $ 41, что функщя {(%) получаетъ свои край- 
ыя значешя только при такихъ значешяхъ аргумента 2х, при ко- 
торыхъ или 

Р®=6 
или 

Р® = <. 


Относительно втораго случая мы тамъ уже указали на ис- 
ключительность его. Здфсь намъ придется раземотрфть первый 
случай. Именно, вмЪсто того, чтобы опредфлить знакъ производ- 


ной въ двухъ интерваллахь, смежныхь съ значешемъ г, для 
котораго 

И = 0, 
мы разсмотримъ вторую производную при = ж. Если 

Ра < 0, 


то это значить, что первая производная убываеть. Тогда при 
значещяхъ # < д она должна быть больше нуля; при 5 > 
меньше нуля. Слфдовательно при д = а, функшя Ё (+) переходить 
оть возрасташя къ убывавю. Она получаетъ свое наибольшее 
значение или талитит. 


Итакъ: Если при значении х == ло финише | (4%) выполнены условя: 
Ра = о, <0...... @9 
то { (ао) есть тикет функиби. 
Если же при 7’ (1%) = 0 имфемъ: 


д > 0 
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то это значить, что производная (2), проходя черезъ значеше 
нуль, возрастаетъ; слфдовательно она переходить отъ отрица- 
тельныхъ къ положительнымъ значенямъ. СлЪдовательно функ- 
щя /(2) при х = ж переходить отъ убывавя къ возрастанйо и 
получить здесь свое наименьщее значеше или пилициаи. 


Итак: Иели при значении = == з, функшей [(%) выполнены условя; 
Ра = ОР 0... (5) 
по (ао) пбтетит функции. 
Поэтому мы приходимъ къ слфдующему заключенно. 


При кождомь значении арщумента, при которомь производная 0б- 
разцаетеся вз нуль, функщя получаеть крайнее знаненае, лишь только 
вторая производная различна отё нуля при этомь значе приумента. 
Приэтомь, значене функийи будеть наиболынимь, если вторая произ- 
водная отрицательиа, наименыюимь, если она положительна. 


$ 63. Опредблеше крайнихъ значения. 


Если требуется найти крайня значешя нЪкоторой функции 
7@), то рышене этой задачи, на основани предъидущаго, заклю- 
чается въ слЪдующемъ: 

Мы образуемъ первую производную 7 (а), приравниваемъ ее 
нулю и рЫыпаемъ полученное уравнене. 

Затьмъ образуемъ вторую производную {”(+) и опредьляемъ 
знакъ ея при каждомъ найденномъ значеши аргумента, чтобы 
узнать, когда имфеть мЪето шахйпи или шаниита. 


ПримЪръ 1. 
Въ 8 40 мы разбирали функцию 
Р® = — 35 


и наныли ея крайна значеня. Рьшеше этой задачи теперь упро- 
щается. 


Мы имЪемъ 
р® = — 8 
Го) = ви 


Уравнене 
К = 8 — 
иметь корни х = —1 и в -|- 1. 
При х = — 1 имъемъ 
о-в 


поэтому функщя достигаеть свой шахниии, и при # 
имфемъ 


иен =-в 
и функщя здфсь получаеть свое наименьшее зпачеше. 


Въ геометри, механикЪ и физикЪ встрфчаются задачи, тре- 
бующщя опредфленя крайнихъ значен!й; аналитическое рынене 
такихъ задачъ сводится къ примфненйо изложеннаго нами спо- 
соба. 


Примфръ 2. 


ОпредЪфлить наибольшй прямой цилиндръ по данной сумм 
высоты ин даметра основан. 

Назовемъ данную сумму а, п радусъ основан ш, высота 
будеть «— в. Объемъ цилиндра будетъ 


У = (в — жут, 
Для опредфлевя крайняго значешя беремъ производную 


У’ = 2 — байт. 


Мы приравняемъ ее нулю. 
Захт — байк == 


и получаемъ два ршеня 


Второя производная 


У” = 24 — 1245 


& 
при х =0 равняется Ват, а при & = “3 она равняетен — Зат. 
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Только этому послфднему корню соотвфтствуетъь ваибольшее 
значеше У: 


Минимальное значеше функщи У, соотвЪтствующее х==0, 
будетъ 
У = 0, 


во является лишэннымъ геометрическаго ивтереса. 


Примбръ 8. 


Даны двЪф точки А (5, №) и В {в у). Найти точку С на оси 
абсциссъ такую, чтобы сумму ея разстоянй отъ А и В была, 
наименьшая. Назовемъ абсциссу точки С черезъ х, тогда 


АС=УХ 


2 —м)* 


ВСУ я 
По условно: 
АСЕ ВС = УЕ УЕ 2 


должно быть шышиий, слфдовательно для точки С имфемъ 


ГУ, ®— ый -- ГЕ и — в] =0, 


х—ш 


ПУе-ая” ®, 


Ум 


откуда возможно найти а, 


Чтобы узнать, соотвЪтствуеть ли въ самомъ дЪфлЪ этому 
значенио х шийпот Фувкщи АС -- СВ, образуемъ вторую про- 
изводную; она такова: 


и ‘оказываетси всегда больше нуля, поэтому АС -- ВС при най- 
денномь значени 2 будетъ пиаитит. 
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$ 64. ИзслЬдоваме общаго случая. 


Въ 8 62 вопросъ о крайнихъ значешяхъ функши въ томъ 
случаЪ, когда вмЪфстб съ первой производной и вторая произ- 
водная обращается въ нуль: 

Ро) == 0,’ (в) =0 
остался незатронутымъ. Мы рншимъ этотъ вопросъ въ еще 
болЪе общемъ вид, Въ самомъ дЬлЪ, возможно сдБлать пред- 


положен, что всф производныя до (я—1} ой включительно об- 
ращаются въ нули при == 2. 


между тфмъ, какъ производнся я-аго порядка различна отъ нуля 
1 (п) <. 0. 


Такое предположеше заключаетъ въ себЪ не только указанныя 
случаи. но и всЪ, которые тогда изъ него происходятъ 


Въ правой части формулы Тэйлора 


! в р 
Па Ру ад 


2, 
+ А" (в + 9) 


при такомъ предположеши всЪ члены, за исключешемъ перваго 
и послфдняго, равны нулямъ. Въ силу этого, формула приметъ 
вИДЪ 

т 


в -- 80, 


Рио -- 1) = Рад) 


т 
такъ что значеше функщи, при увеличенномъ на # аргументЪ, 


равно начальному значенгю, увеличенному на остаточный членъ; 
приращеше же функции выражается черезъ 


8). 


в 
бы — Ред = тв, 


По этой формулЪ можно узнать, въ какихъ случаяхъ при- 
ращене положительно, въ какихъ оно отрицательни 


тот 
Мы ограничимся столь малыми значешаями 1, что для. нихъ 
{0 (% -- 8) сохраняетъ знакъ значешя 769 (1), тогда 


7 


знакъ {1 (а +) — Г&)] = знаку РА (%), 


а при отрицательномъ № 


знакъ |! (м — #) -—- (| == знаку = 1 (п) 


р" 
= знаку (— В. 9 (®). 


Отсюда мы выводимъ 

Если и нечетное число, то приращеше одновременно съ # 
мфняетъ свой знакъ. 

Если и четное число, то знакъ приращеня остается неиз- 
мЪннымъ при измЪнети знака #. 


Въ первомъ случаЪ, при 


Ри > 0 
имЪемъ 
Ра + — Ее) > 0 
На— № — Е < 0 
ИЛИ 


К В) < Ка < Но 
и фуныйя возрастаеть, а при 


Рив < 0 
имфемъ 


Но 5 0 — Г) < 0 


и — № — Еж > 0 
или 


Ки — № > > Ны № 
и функтя убываетъ. 
Въ случаф-же четнаго и, при 


#9 (т) > 0 
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имфемъ 

Но --— а >09 

1% —№ — Км >09 
и функшя достигаетъ свое намменьтее значеше; а при 

(и) 50 

имЪемъ 

Е -- 1) — Е) < 0 

Гы — № — Ко) < 0 
и функющшя достигаетъ свое нанбольшее значее. Итакъ, мы при- 
тили къ слЪдующему результату: 


Функия получаетг зрийнее значенле линь толда, пода нацниеная 
производная, не равная нулю, четнало порядка. Это крайнее значеще 
будет» тазинит?омь, если зникь этой производной отрицательный, 
сан же положительный, то это значене будетг пит омь 


Если наинисшая производная, различная отъ нуля, нечетнаго 
порядка, и притомъ положительна, то функщя возрастаетъ, если 
она отрицательна, функщя убываетъ, 


Примфры. 
$}. Функша 
1) == — 008%) 


имЪфетъ производную 


Га) = 003% | #72 — в08% — 6089 


‚ош о. ЗЕ 
81-5. вт 


Эта производная обращается въ нуль при 


Мы имъемъ 
— ть 2 
.. даетъ {"(0) =0. 


г ® = 


что при # = 0, 
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Далфе 
Га) = — сз - 400822 
даеть 
о) = 3 


поэтому эта функщя при 2х ==0 возрастаетъ. Максимальмыя зна- 
чешя она получаеть только при 


8 14 
т об вв, 


45 10 1 
Я ЗВ) ’’° 
1. Функщя 
7(®) == — 405% — 0088 % 
имфетъ производную 
Е) =4зте-Р Эва 
которая обращается въ нуль при 
= 0, п, 2я, 3, ... 
Вторая производная 


= - 40085 + 400385 


при х==0 равна нулю, при х === она равна 8. 
ДалЪе слЪдуетъ образовать 
Г”® = Ата — 82а 
что при $ =0 обрещается въ нуль и 
[*@® —= 40035 — 1600325 (приз = 0) == — 18. 


Итакъ, функшя имфетъ шахта при 2 = 0, 2п,.. 4 и пмлипа 
при # = м, 8*®,.. 


ГЛАВА УИ. 


Введен въ теорю кривыхъ лин й. 
8 65. Уравнеше насательной. 


если кривая лия задана уравнешемъ 


у={ (2) У 


и если въ нфкоторой точеЬ ея 
Р(а, и) проведена къ ней ка- 
сательная, то уголъ между 
касательной и осью Х-овъ 
выражается уравненемъ 

90 =Р (5, 
которое нами выведено въ © 
$ 32, форм. (86). Уравнене 
прямой, наклонной къ оси Х-овъ подъ угломъ 8 и проходящей 
черезъ точку Р, будетъ 


х 


у и = 0 — до), 


Вводя сюда значеше углового коэффищента, имфемъ урав- 
мене касательной 


у— № == (0) (© — о) 
или, такъ какъ для точки Р: у == (а), 
УР =РадерЪ-..... 00 


ЗдЬсь х и у служать для обозначешя текущихь координат. 
касательной. 


И 
Примфры: 
Въ точкЪ параболы 
у=уУЩ а, 
ордината которой равна 5, проведена касательная. Найти ея 
уравнене?. 


РЬшая уравнене 


находимЪ 


текъучто данной точкой Р будетъ 


Угловой коэффищентъ будетъ 


тю 
910’ — 5 убЕ 


Сомнфия относительно знака квадратнаго корня не можеть 
быть, такъ какъ, вслЪдстые задашя ординаты точки Р, знакъ 
заранфе опредЪленъ. 


Итакъ уравнеше касательной будетъ: 


-ье- 2) 
у—5=1. аъ 


или 


5 
уе. 


Относительно касательныхъ къ данной кривой могутъ зада- 
ваться задачи двухъ различных типовъ, или: нение кавательную 
88 опредьленной точиь, что нами сдфлано вьыйше, или: нейнии урав- 
нени касательной при перемьннома положение ‘точны каваюя. Эта 
послЬдняя задача чаще вттрЪчается, и она является даже болЪе 
естественной. такъ какъ производную функщи обыкновенно вы- 
волатъ въ общемъ видЪ, и частыя звачешя ея находятъ затЪмъ 
посредством подстановки значешя 


Въ этомъ случаЪ болфе умфетно оставить обозначене (», у) 
для зеромънной зпоиии привой, а текупия координаты касательной 
выразить черезъ друЧя знаки, напр.: (Х, У). Уравнеше такой пе- 
ремфнной касательной пишется. 


РО. 


У—у 


Такъ какъ по уравненно (40): 


то въ уравневе касательной можно внести это, обозначеше р (<) 
и получим 


{ 
м-р иене (77 


8 66 Уравнене нормали. 


Нормаль-——это прямая лишя. перпевдикулярвая къ касатель- 
ной, проходищая черезъ точку касашя, Такъ какъ угловой 
коэффищенть касательной равенъ 


У—и= — = 
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$ 57. Длины касательной, нормали, подвасательной и поднормали. 


Пусть дана кривая линм, въ точкЬ Р (х,у) которой прове- 
дены касательная РЗ и нормаль ОМ. 
Тогда отрфзокь ка- 


У 5 сательной РР между 
осью Х-овъ и точкой 
касашя называется дли- 
ной касательной, и отрЪ- 
зокъ МР нормали между 
осью Х-овъ и ‘точкой 
касайя называется дли- 
< мною нормали. Проэкши 
о Г м Х на ось Х-овъ первой 
лини №О и второй ОМ 

называется людкасалтельною и поднормалью- 
По данной ординатЪ у точки Р и угловому коэффищенту ка- 

сатезьной 


можно найти длины экихъ четырехъ лив"й. 


Изъ прямотгольнаго треугольника РЕО имфемъ 


О 6-9 
и 96 о т. й 
рр РОУ 6 УТУ уу 1 
— 59, 58 Я с 4 | 


Далфе изъ треугольника РМО имЪемъ 


ОМ == РО 8 = у 


РО ОИ _ УЕ 
РМ О РОУ 5 = УТ 9 а, 
6088 % 
Примфры | 


1} Для параболь 
у=Уз р 


имъемъ 


поэтому 


фу ==р 


т. е. поднормаль имфетъ постоянную длипу р. 


2} Для кривой 


находим" 


и поэтому ТР —=а 


9 —У-у 


$ 68. Асимптоты. 


Если точка кривой, безконечно удаляясь, безконечно прибли- 
жается къ нфкоторой прямой, то эта прямая называется ея 
авимптотою. 

Пусть уравнеше данной кривой у={( 
асимптоты 


и пусть уравнея! ев 


ужа $. 


Растояше перемфнной точки (5, {(2)}) до этой прямой будетъ 


Ре] — та — 


= 


При безконечномь возрастанй х это растояе должно без- 
конечно убывать, слФдовательно мы должны имЪть: 


(2) = те 6-е 


ГДЬ = безконечно убывающая. При дВленм этого уравнешя на 
на х происходить 


| = 
и - 
п —- р 
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а поэтому, при безконечно возрастающемъ = 


Такъ какъ {(2) ордината кривой, то мы пришли къ результату: 
Умовой косффимениз асииттолтны равенз предьлу отношеная ординаты 
и абоциосы кривой. 


Вернемся къ уравненно 
Е) == т Ро--а 
5, Е 
тдЪ м, какъ доказано, имЪфетъ значене бт 


Церенеся членъ вх въ лфвую часть и перехода къ предфлу 
имвемъ 


(у. 80) 


Это услоше должио быть выполнено отрЬзкомъ, который д®- 
лается асимптотою на оси У-овЪ. 

Чтобы выяснить себъ у 
это геометрически, прове- 
демъ черезъ точку (1, (2) 
линю, параллельную асим- 
птотЪ. Ея уравнеше будетъ 


УР) = (Х — аз) 
или по приведеши 

У=жх--/@) — п 0 Хх 
Такъ, что #(®) — т является отрьзкомъ, на оси У-овъ, Пре- 


дЪломъ этого отрЪзка и будетъ отрЬзокъ, дфлаемый асимпто- 
тою на оси У-овъ. 


ат (1 (8) — паб) == 


ПримЪфръ. Кривая 


2 
Ре 

распространяется въ безконечность, т. к. ординаты ея имФются 
при всЪхъ значешяхъ 2. Для того, чтобы узнать, имфетъ ли 
она асимптоту, изелВдуемъ 


у— 


который оказывается равнымъ 1. Поэтому угловой коэффи- 
щентъ асимптоты, если имфется таковая, т, равенъ 1. ИзелЪ- 


дуя далфе 


уф = 


находим Пе (у —-2} =0. Птакъ. прямая 

у=и 
выподняетъ усломя асимптоты, и будетъ асимптото1о данной 
кривой. 


$ 69. Асимлтоты, параллельныя осн ординатъ. 


Мы, въ предыдущемъ параграфЪ, принимая уравнене асимн- 
тоты въ видЪ у == РР, исключили случай параллельностн ея 
съ осыо ординатъ. 

Въ этомъ случаЪ урэвневе асимп- 
тоты будетъ вида 


;- 


1 
В 
| 
и | а 
|\ Точка кривой, безконечно удаляясь, 
А: безконечно приближается къ ней: раз- 
| стояше отъ нея #.— а безконечно убы- 
| ваеть, слЪд, 2 остается конечнымъ, и 
т _х поэтому ордината у безконечно возра- 


стаетъ. Итакъ: 

Криван имЪетъ аснмптоту, параллельную оси У-овъ, если 
ордината безконечно возрастаеть въ то время, когда абецисса 
безконечно приближается къ н%которому конечному предЪлу; 
или_—если при х==а ордината безконечна, то 5 = цесть асимп- 
тота кривой. 


Примфръ. Кривая 


у 


&—&а 


имБетъ асимптоту +==а, такъ какъ, при в==а, у безконечно 
возрастаетъ. Она имфетъ сверхъ этого асимптоту у==#--а. кото- 
рая наклонна къ оси У-овъ и поэтому опредфляется по способу 
предыдущаго параграфа. 


$ 70. Предбльное направлене касательной. 


При безконечномъ удаленм точки, касательная, проведенная 
въ ней, можетъ получить нфкоторое предфльное положене. Эта 
предёльная касательная характеризуется угловымъ коэффишен- 
томъ и отрЬзкомъ на оси ординатъ. Изъ уравнени касательной 


Уфу 9 
получимъ 

У=УХ у-ух 
и при предфльной касательной имфемъ 

па = ту’ 

Ну фз. 


Мы докажемь, что въ этомъ случа кривая имфетъ чсимя- 
поту, совпадающую съ предфльной касательной. Для того, чтобы 
кривая имфла асимитоту, необходимо, чтобы существовали 


..й ; 
ть „= и Ви (у — тэ). 


Мы находимъ по теоремф о неопредёленностяхъ 


. Й Ри 
пт . = ту 
если этотъ послфднй пре- 
дЪлль существуетъ. Мы пред- 
положили, что онъ равенъ 
т; слЪдовательно 


\ 


Г Хх 


и асимптота и предфльная касательная им ютъ одинаковый ух- 
ловой коэффищентъ. ДалЪе представимь Ш (у — тл) въ видЬ 
отнолешя двухъ безконечно убывающихъ 


о Й Я 1 (1 
Я (: —) т = т (* =) : (5) 
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по выполневи дЪйствн онъ окажется равным 
ти у 1, , 
[В в: ( Е и (у — зу) =. 


Итаюъ 


Пт (у— тт) Ь 


т. е. асимптота дфлаетъ на оси У-овъ отрфзокъ @, равный 
отрЪзку предфльной касательной. 

Такъ какъ угловой коэффищентъ и отрфзокъ, на оси У-овъ 
у асимптоты и предъльной касательной совпадаюотъ, то и эти 
двЪ линм совпадутъ въ одну. 

Тьмъ не менЪе, обратное можетъ и не имфть. мфста,—асимп- 
тота можетъ существовать. и кривая можетъ не имЪть предЪль- 
ной касательной. 


Напримфръ, кривая 


такъ какъ ординаты безконечно убываютъ при безконечно воз- 
растающемъ =, имфетъ асимртотой прямую у==0. Касательная 
имфетъ угловой коэффищентъ 


который при = безконечно возрастающемъ безконечно убываетуь, 
такъ что № у’ =0, но 
‚ 2515 — 2003х Эта 


й я 603 & 
у у & ра 


совсЪмъ не имфетъ предЪльнаго значешя, поэтому касательная 
не принимаетъ предЪфльнаго направлен, Сравни съ этимъ 
послфднй примфръ въ теорм неопредфленностей, 


$ 71. Взаимное положеше кривой и касательной, 


При изслфдовани кривыхъ, для того, чтобы узнать взаимное 
положене касательной и кривой, слфдуетъ сравнить ординаты 
кривой съ ординатами касательной при одной и тойже абсциссЪ. 

При этомъ—если разность между ординатами кривой и каса- 
тельной положительна, кривая располагается надз касательной, 
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если же эта разность отрицательна—кривая распологается 11005 
касательной. 

Предположимъ теперь Что къ кривой лини уравнеше кото- 
рой: у=[(я), въ точь Р(жзи) проведена касательная, урав- 
нене которой 


У = а) | Ре — 0) 


Текущая ордината ка- 
<ательной обозначена нами 
черезъ У въ отличще отъ 
ординаты кривой, для ко- 
торой мы оставляемъь обо- 
значеше у. Изелбдуемъ 
разность у—У при одной 
и той же абсциссЪ 


у— У— (4) — Ра) — Ро — м. 
Найдемъ первую производную полученной функщи 
9-Х — Ро, 


которая при х = а, обращается в" нуль, т е. функщя у—У 
можетъ имЪфть крайшя значешя при # = 2. Вторая производная 


(у— У" =” @), 


если она Фри х = ж больше нуля—то функшя у— У получаетъ 
шйингальное значене, которое равно нулю, т. в, въ точкЪ на- 
саня при 2 — ж, кривая и касательная встрчаются, и при веЪхъ 
остальныхъ значеняхъ 2, по крайней мЪрЪ въ извЪетномъ иатер- 
валЪ, функыя имЪетъ положительное значеве, т. е. ординаты 
кривой (у} будутъ болыше ординатъ {У} касательной, поэтому 
кривая расположена вьине касательной. Итавъ, мы пришли къ 
слъдуюшему выводу, если для какой либо точки кривой Р, вто- 
рая производная ординаты по абсцисс Е @) положительна, то 
кривая располагается въние касательной въ данной точкЪ Р. 
Подобнымъ же образомъ мы сдфлаемъ изслфдоваше, когда 
вторая производная`при 2 = ж меньше нуля, Тогда функшя у— У 
получаетъ максимальное значене, равное нулю, и при всфхъ ос- 
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тальныхь значешяхъ м функщя имфеть отрицательное значене, 
т. е. ординаты кривой (у) будуть меньше ординать (У) касатель- 
ной, и кривая располагается ниже касательной. 


8 72. Выпувлость и вогнутость кривой, 


Вообще у кривых различаютъ стороны: выпуклуо, это именно 
ту, которою она обращена къ касательной, и противоноложную 
ей: вогнутую. Вьиие было разобрано ноложене точки кривой от- 
носительно касательной именно въ томъ смыслф, нахоцится ли 
кривая выше или ниже касательной, въ зависимостн отъ знака вто- 
рой производной. Теперь, принимал во внимане значение термивовъ 
вынуклости и вогнутости кривой, мы можем сказать, что, если 
кривая выше касательной, то верхняя сторона кривой будетъ во- 
тнутой, —нижняя выпуклой, если же кривая ниже касательной, на- 
обороть—верхняя выпуклой, а нижняя вогиутой. Теперь уже мы 
имфемъ возможность дать сяъдующую формулировку для вынукло- 
сти и вогнутости кривыхъ: именно, если вторая производная 


(0 >0,. . (80 
то вогнутой стороной бу- 
детъ верхняя и выпуклой — 


нижняя, и если вторая про- 
изводная 
1’) < 0,, . (82) 

То наоборотъ— вогнутой сто- 

роной будетъ нижняя н вы- 
Х луклой-— верхняя. 

Весьма часто приходится 
рмвать вопросъ не только обь абсолютной выпуклости или во\- 
нутости кривыхъ но отношение къ касательной, о вьитуклости 
и вогнутости по отношиенно къ оси абциссъ. 

Въ этомь случаЪ нужно принять въ расчеть взаимное но- 
ложене—всфхъ трехь линй,—кривой, ен касательной и оси 
иксовъ, именно: если кривая располагаетсв между касательной 
и осью абсциссъ, то она вогнута по отношенио къ послЪдней, 
а это имфетъ м5ето 

а)—гогда ордината (у) положительна и вторая .производная 
у” отрицательна или 


121 


Ъ) когда ордината у отрицательна и вторая производная //”” поло- 
жительна, или другими словами, всегда, когда произведеше 


у... 


Если же кривая не располагается между касательной и осью 
Х-въ, то она выпукла по отношешю къ послфдней, и это 
иметь место: 


с) когда ордината у положительна и вторая производная 
положительна 


у 
а) когда ордината у отрицательна и вторая производная у’ 
отрицательна, или, вообще, всегда, когда произведеще 


0... 89 


ВеЪ эти 4 случая изображены на прилагаемомъ чертежь, 
именно СВ и АП вогнуты по отношенно къ ОХ и АС и ВРЬ- 


выпуклы. а 
Мы изслБдовали выпуклость ы 


| 

| 

и вогнутость для одной точки : 
Р и нашими, что это находится ] 
| 

| 


въ зависимости отъ знака вто- 

рой производной. 0 
Если мы заставим эту точку 

перемфщаться по кривой, то 

при этомъ Ё”(® измфняется, 

но, будучи функщей непрерыв- 

ной, сохраняетъ сной знакъ внутри нФкотораго интервала, такъ 

что во всьхь точкахь внутри этого интервала кривая имфетъ 

одинаково или выпуклость или выгнутоссь. 


А 


$ 73. Точви перегиба. 


Если при перемъщени точки Р сторона выпуклая перехо- 
Дитъ въ вогнутую, то точка этого перехода носитъ назване 
точки перегиба. Такъ какъ переходъ отъ выпуклости къ вогнутости 
означаетъ измфнеше знака второй производной }“(2) и функ- 
ия {”(2) предполагается непрерывной, то необходимо, чтобы въ 
точкЪ перегиба мы имфли [”(®) ==0, при этомъ исключаемъ 


возможный, но рЪдко встрчаемый случай—{"' (2) = со. Уравнеше 
р’@) ==0 


можетъ быть выполнено лишь при нфкоторыхь значеняхь д, по- 
этому и явлеше точки перегиба есть явлеше исключительное. 
у Нахождеше точекъ пере- 
] гиба произнодится посред- 
ствомъ рышешя уравненя 


р ==9 .. ($5) 


Для того, чтобы судить, 
будетъ ли данному значе- 
ню г, выполняющему дан- 
х ное уравнене,‚ соотв тетво- 

вать точка перегиба, МЫ 
должны наслЪдовать эту функаио Ё”(»), она не должна имЪть 
крайнимъ значещемъ нуля, а должна пройти отъ отрицатель- 
наго значешя къ положитель- 
У Т ному или наоборотъ, т. е. 
| убывать и возрастать; это бу- 
8 детъ имЪфть мЪсто, когда про- 
изволная ея, т. е. Ё”(@), от- 
лично отъ нуля или согласно 
8 64, первая неуничтожатю- 
щаяся производная ея нечет- 
х наго порядка; мы не полу- 
ЗимЪъ ТОЧКИ перегиба, если 
нервая неупичтожающаяся производная четнаго порадка. 
Характернымь свойствомъ точекъ перегиба является слф- 
дующее: касательная къ кривой въ точкф перегиба пересЪкаеть 
кривую. Для доказательства этого свойства мы воспользуемсь 
опать разностью ординатъ кривой и касательной у — У. Мы ви- 
дфли, что въ точкЁ касамя Р 


У, 


у 


1 
1 
1 
| 
1 
| 
1 
\ 
х 


1 
| 
й 
! 
х %5 


от 


(у — УУ==б и что 


уф У". 
Теперь уже 


РО = 0. 


И, какъ сейчасъ доказано, первая производная неуничтожаю- 
зцаяся будеть нечетнаго порядка, ВелЪдстие этого, функшя у—У, 
согласно $ 64 при данномъ значени х продолжаетъ возрастать 
или убывать и т. к. она въ точкЪ касашя принимаетъ зна- 
чеше нуль, то разность ординатъ кривой и касательной пе- 
реходитъ отъ положительнаго значешя къ отрицательному, и 
слфдовательно одна часть кривой расположена выше касатель- 
ной, другая —ниже, т е. касательная, касаясь, пересъкаетъ 
кривую. 


ГЛАВА УИ. 


Ратшональныя функщи. 


$ 74. Разлощеще цфлой ращональной фунещм на множителей. 


ЦВлая ращональная функши есть многочленъ, расположен- 
ный пс убывающимъ степенямъ перемннаро. 

Теорм цвлыхъ рацюнальныхъ функшИ находится въ тесной 
связи съ теорей алгебраическихь уравнешй. Если среди значе- 
ий, которыя принимаетъ независимое перемфнное, есть такое эт, 
при которомъ фунищя Г(+} обращается въ нуль 


Е) =0 


то м называется корнемъ уравнешя {(т} 


Докажехуь, что цльая раонилнаи функия Ро) напльло бъится 


ДЪйствительно, если многочленъ и-ой степени {(х} раздълимъ 
на двучленъ д — 2, то въ частномъ получим многочленъ (п-1)-й 
степени #(5), при чемъь можеть получиться остатокъ С, такъ что 


Ра) = и — дры-С 


Приравнивая х въ этомъ уравнени ж, н замфчая, что 
Ед) == 0, получимъ 
0=С, 


т. е предположенный нами остатокъ оказывается равнымъ 
нулю, слЪдовательно 
т =@- вы... ... 80 
и теорема доказана. 
Итакъ, если л^ есть корень уравнешя, то цвлую ращональ- 
ную Ффункцио я-ой степени можно разложить на произведеше 
двухъ функщй, —одной--первой степени и другой (— 1)-ой. 


Относительно коэффищента при высшей степени 2 функши 
#(@®) мы сдьлаемъ слфдующее замфчане: при дфлени функщи 


Ра) = вой а... 4% 


на х — ал, получаемъ-—-первымъ членом частнаго в, т. е. 
коэффищентъ при высшей степени х Функши (2) будетъ равенъ 
коэффищенту при высшей степени х функщи # (+). 


$ 75. Разложене цфлой рашональной фунищи на произведене 
двучленовъ 


Мы пользуемся теорей, которую здЪсь не доказываемъ, а 
именно, что иажедое уривнене 


ава Ра... аа 1 = 0 
чвавьвть морень 2, вещественный чли мнимый, 
Въ послфднемъ случаЪ его можно представить въ формЪ: 


ж-=а-НЪИ: 


1. 
Если корень мнимый, то всегда имфется еще другой, сопря- 
женный мнимый корень 


ее 


Разъ это принято, то изъ предыдущаго параграфа имфемъ 
теорему: Казюдую цьлую функию можно разложить ча произведен 
двуть сомножителей, —одною— первой стенени, друюю-—(п—1)-08. 


Т. е. мы имЪемъ: 
. #2) = в — м) В @), 
гдЪ Ё (<) цфлая рашональная функщя степени и — 1-0й. 


Такъ какъ она имфетъ ть же свойства которыя имфетъ Йа), 
то ее можно разложить такимъ же образомъ, т.‘е. 


а =е-5ь@® 


и 2 (2) есть функшя » — 2-ой степени также вла} ралмональная. 
Поэтому ее возможно опать разложить и это дЬйстие можетъ 
повторяться до тфхъ поръ, пока не получимъ функцио нулевой’ 
степени, которая поэтому будетъ постоянна. 


Изъ выраженй 


Рае - яил 
(= @—)Ь(@) 


фея (п) == (и ли) Ь (%), 
гдЪ /и(;}—функщя нулевой степени, равная а, согласно концу 
предыдущаго пораграфа, мы, подставляя каждый разъ вмфсто 
функщши ея выражеше черезъ произведеше, получимъ: 
Ра) = шеф) (2—2) .... @—1).. . . (87% 


Двучлены разложеня { (2) могутъ быть веф различны другъ 
отъ друга, но и среди нихь могутъ встрфчатся равные, 


$ 76. Кратные дфлители цёлой функщи 


Если цфлая функщи разложена на двучленные множители, 


Г =ш@е— а)... ва) 
то среди нахъ нфкоторые могутъ оказаться равными между со- 
бою. Двучленъ, оказываюнийся при этомъ т разъ множите- 
лемъ, называется —кратныме дъкииелеме функц }{(2). Пусть 
&«— & данный т-о кратный дЬлитель,—тогда выдЪфлимъ его 
и— ую степень изъ всего произведены, называя произведеше 
всфхъ остальныхъ множителей черезъ /, (2}, такъ что 


г = ша 


По предположению + — 2, есть ж--кратный дфлитель, слЪдо- 
вательно й (2) не дВлитсн на х — 2, и поэтому № (2) различно 
отъ нуля, 


Докажемъ теорему: 


Если 2 — м т--кратный дпашииель фунюми Р(®, то этоть 
двучаень весть (‘п—1) кратный дълитеаь фуницаи (2). 


Въ самомЪ дёлЪ, взявъ производныя обфихъ частей урав- 
нешя (2) = (# — ау" (@), получимъ 


Феб зу @ пе ат р @®) 


или 

ро = @ — Ш ры е-эы @)}, 
такъ что # — а, будетъ дфлителемъ, по крайней мфрь (м—1) 
кразнымъ. Чтобы доказать, что его кратность не можеть быть 
болыше, положимъ х = а, въ функши 


о =тл Я +а-ши ®) 


получимъ* 


в р (1) 


$ (2: 
что различно отъ нуля, 
Поэтому, $ (2) не длится на х — и: слЬдовательно, функщя 
Е (в) = в — 2)" 19) 
имЪетъ (т — 1)-—кратный дфлитель х — 5. 


Изъ этой теоремы слфдуетъ, какъ частный случай, что од- 
нократный дфлитель функщи } (2) не будетъ дфлителемъ функ- 
щи Х (2), поэтому общими дблителями объихъ функшй будутъ 
только кратные дфлители функши {40 

Отсюда вытекаетъ способъ разложешя цЪфлой рашональной 
функщи на произведене двухъ функ, —одной содержащей всЪ 
кратные дфлители функц {(2) и другой, содержащей всЪ дву- 
членные дВлители функщи /(%). но только однократными. Это 
разложеше дфлается посредствомъ опредфленя общаго наиболь- 
шаго дфлителя фэенкшй } (2) и Ё (@), который и будетъ первой 
изъ упомянутыхъ выше функщй. 


Примфръ. 


Функции /(@) == & — 527 -- 5х — 2 имЪетъ производную 
Е’ @® = 5 — 157 5, 

По способу послЬдовательнаго дЪлевя находимъ обний дЪ- 
литель # -- х — 1 этихъ двухъ функщй. 

Итакъ {(@) разлагается (я +#—0@®—я—В=-- 2); но, такъ 
какъ 2-х — 32 4-2 содерживъ въ себф еще кратный дЪли- 
тель функщи {(=). то возможно раздьлить его еще на 2--=— 1, 
токъ что окончательно; 2* — 5 бе — 2 = --2— 1—2). 

Возможно отдлить другь отъ друга дЪлители различныхъ 
кратностей, на оснований теоремы: 


тя 


Лаждый т-—пратный бъ.попель отз Ро) дънийз производных 


ры ы).. ВО), вю ве № 0). 


Въ самомъ дЪлЪ, такъ какъ 


#6) ( — эт А 6) гр 20 
имЪетъ слъдетшемъ 
2) = (Е — в)" (в) г за) 20 


то отсюда слЪдуеть далЪе: 
2 


Г = — а) 9 (В), ГД 6) 20 


итд до 


1" -— (›) = & — шо (2) го (в 
и 
® (2) + @ —з)о' (2) 


#09 (5 


такъ, что {0% (х,) 


#- и. 


== (2), и, слфиовательно, #*? (+) не дЪълится на 

Въ теорш уравнейй корень х, отвчающ и -— кратному 
дЪлителю 2 — а, функщи Ё(2) называють чи кратнымь кор- 
немъ уравнешя { (2) == 0. Поэтому, въ теори уравненй, наши 
теоремы примуть вид: 

Каждый т-—приипный корень уравнешя [(а) == © будеть (т— )— 
кратныме -корнемз уравненёя }’ (2) == 0, (т — 2)—крелиныме корнемь 
уравненя Ё" (п) = 0, в проспиимь норнемь уравненан [75 (2) = 0, 
но порнемз уравненя К) (7) == 0 не будете. 


8 71. Рашональныя дроби. 


Раишоналную фушлию не иллую вседи можно предстивинуь в 
видь одной дроби: 
эй 
В * 


ад 9 (ж) и ГС) иняыя рейональныя фунтии. 


Для насъ болЪе важно будетъ представить эту функцво въ 


видЪ суммы болЪе простыхъ функшй. 


Изъ ращональныхъ функщй будутъ самыя простыя: 
1°. Произнедене постояннаго на степень перем®ннаго 

а" 
2° Дробь съ двучленнымъ знаменателемъ 1-й степени 

а 

— 

3°. Дробь съ постояннымъ числителемъ и съ знаменателемъ, 
равнымъ степени двучлена первой степени 


е-. 
Наша цфль будетъ, разложить данную функцию на сумму 
простейшихъ функшй, видовъ 1, 2 и 3-го. Операшя эта назы- 
вается разложенемь фуннии на простыя дроби. 


$ 78. Выдфлене престыхъ дробей изъ сложной дроби. 


Т1редположимъ, что ращюнальная функщя дана въ видЪ од- 
ной дроби 
9) 
Ко’ 
Мы раскладываемъ функцию #(2) на множителей 
#@® =ши— м) @—1,)...., @— а). 

Если среди сомножителей имфемъ ‚и равныхъ х-—— 2 то ихъ 
сбединяемъ въ одну степень (въ случа всЪхъ неравныхъ ж= 1) 
и пишемъ 

[(®) = @ —ж”"@), 


гдЪ р (@) уже не дёлится на х—х, а поэтому { (2) не = 0. 


Теперь разлагаемъ 
42) 


(2) 


на сумму двухъ дробей, изъ которыхъ одна простая съ невопре- 
дъленнымь числителемъ и съ знаменателемъ (л-— м)", другзя 


того же самаго внда, какъь и данная дробь 


Умнозжаель на общаго знаменателя и получаемъ 
9, АВ... № 


Это уравнеше при данномъ А достаточно для опредьлешя 
функщи # (+). 

Такъ какъ А неопредьленное число, то можно дать ему такое 
значеше, чтобы дробь, числителемь которой служить функщя 
1 (2), упростилась. 


Съ этою цълью, мы въ уравненв (А) придаель х значете 
о) =ЕАВ в) +, 


и неопредьленное А опредфляемь теперь такъ, чтобы: 


я) = АДС), 


т.е 
9 
А - уни (В. 
Велфдетве этого: 
1 (2) == 0. 


Такъ какь # (2) есть цфлая функщя, и при х == и, обращается 
въ нуль, то она дфлится на х — д, 


В (в) = — в) @). 
Значене Ффункщи # (2) получается изъ (А) при услови (В): 


9) 


В) =9(@) — 6). #2) 


а функщя у, (@) получается дьлешемъ функщи # (2) на а, 
Формула (А), изъ которой мы исходили, на основан выше- 
сказаннаго обращается въ слЬдующую: 


8 _ 96 
7) лы)’ @— 


@— 2). 
&— вр 


д)" = 


Вторую дробь можно сократить на 2 — и, такъ что опа по- 
лучить видъ 
4 (2) 
(Е а -ЕА 


У нея знаменатель проще знаменателя данной дроби, такъ 
какь стенень его равна м — 1. Способъ разложешя ращюналь- 
ныхь дробей теперь уже вполнЪ ясеиъ, именно полученную 
дробь можно, пользуясь ТЬмЪъ же самымъ премомъ, разложить 
на сумму простой и такой, у которой степень на единицу меньще 
и такъ далее до ТЬхь поръ пока не получится знаменатель 
0-И степени, т е. постоянный. 


Прим%ръ. 
Пусть требуется разложить 


до 
(Ш 


на сумму простыхъ дробей. 


— ето 


Положим: 

ОЕ (5 
ЧИ т а та-чо 

Отсюда по умножеви на знаменателя: 

и-а=А-НО-ЛО. 

1, тогда 6 ==2 А-- 1 (1), 2(1) должно быть 


8, слЁдовательно, 


Положимь 
равно нулю, поэтому А 


ВОЗ -И, 


что должно дфлиться на (п — 1), 


Ва и р 9), 
паятому: 
5 __ 8 О: 
белеет е-мычо ^ 


3  еное-1 
т Ша‘ 


Далъе 
. — 2 в_ в, (2) 
ера о а!“ в вето, 


откуда 


а 2=В@е—П+ьа) 
при = == — 1 имфемъ -- 2 = —_2В- А (— 1). 


Но 4, (2) = -в—28 #&-—-1 -р 


= --в— = 1, 


слБдопательно 


Е 1 В : 


1. 


. . — т 
ершето 1" #1 
Разложене окончено и 
#5 8 Е 1 


арго таер[ивЕи ть 


$ 79. Упрощене вычисления. 


Ньтъ необходимости, каждый разъ при вычитани простой 
дроби опредфлять остаточную функцио 


# (=) 
#®` 


Въ самомъ ДЬЛЪ. разложеше функщи на простыя дроби не 
зависить отъ порядка, въ котором отдфляются простыя дроби. 

Теорема 1. Сумма простые» дробей не можета тождественно 
равняться нулю. 


Допустимъ, что это не справедливо, а что 


и РОННИ 
На т ара... .- Тае-= * ›, 


гдЪ коэффищентъ ж отличень оть нуля. Умножимъ на (-—,)", 
тогда: 


ии 
ОЕ Рае)... ша 


Положизть 


тогда 


О = а, 


такъ какъ всЪ остальные члены суммы нули. Поэтому коэффи. 
щентъ а не можетъ быть различнымъ отъ нуля, а слфдова- 
тельно предположене не допустимо. 

Отсюда теорема 2. Два разлозееня одной в зпой же функши 
Эолжены быть тождественны. 

Нменно, разность двухъ разложенй тождественно равна нулю. 

Рашщональная дробь называется правильною, если степень 
числителя ниже степени знаменателя; если же степень числи- 
теля равна ИЛИ выше степени знаменателя, то дробь называется 
неправильной, 

Теорема 3. Сумма правильныхе дробей оседа правильная дробь. 

Дьйствительно, если мы приведемъ ихъ къ одному знамена- 
телю, то онЪф, оставаясь правильными дробями, имфютЪ степень 
числителя меныше степени знаменателя, слфдовательно, и ихъ 
сумма имфетъ степень зислителя ниже степенн знаменателя, и 
тепрема доказана. 

Теорема 4. Неправильная дробь можно вседа предоставить в5 
видъ иьлой фуннии 4 правильной дроби. Теорема эта доказывается 
непосредствеинымъ двлешемъ, 

Степень цёлой функщи равняется разности степемй числи- 
теля и знаменателя. 

Отсюда вытекаетъ премъ боле обнйй для опредленя про- 
стыхъ дробей, входящихъ въ составъ данной функц. 


Зная всЪ дфлители знаменателя данной функции 


мы можемъ судить о видЪ простыхъ дробей и цёлой функщи. 
Напримръ изъ дроби 


я-а 1 
и Пета 
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можно, по пему предыдущаго параграфа, выдЪлить простыя 


дроби 
или 
В 
#1’ 
ИлН 
и 
[СЕ 


послЪдовательно, или каждую отдфльню; коэффищенты А, В, С 


въ томъ и другомъ случаЪ будетъь одни и т же. 
Тъмъ не менфе по вычиташи всЪхъ трехъ дробей останется 


еше дробь: 
1 


# +2’ 


т. е. разложеше не ограничивается тремя простыми дробями, а 
состоитъ изъ четырехъ. Нфлой функции не получимъ, —ибо дробь 


правильная. Такимъ образомъ слфдуетъ написать: 
т. Ав ср 
2} Гат +2 Та? 
Опредфлене коэффищентовъ А, Ви С дфлаемъ по приему 


предыдущаго параграфа. Умножимъ обЪ части уравнешя на зна- 


менателя лЪвэй частн, тогда: 

ет =А(е- 1) (#2 -В&— 1 (2+2 тс -П- 
0—0 @е- 2). 

г ‚ при т 1, з ‚ 


При #==1, получимъ А 
и, при *=—2, имфемъ Т=1. 
ференцируемъ уравнен! и имъемъ 


Чтобы найти еще П, дид 
2) 


2-1 А Аб Ое- 
Ве- 2+ Ве —Пж- 2) 
2 Сх 


Я От ер;@- 2). 
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Приравнивая х == — 2, получимъ 
—8=20. (- 2-5. 3, 


1 
а такъ какъ С==1, то Э=-. 


з 
Итакъ 
ш 1 1 1. В 1 — 1. 
#—пе-2) 6—1 2%--0 Т в зат19` 
Этотъ щиемъ дифференцированя примЪфияется вторично, если 
высшая степень знаменателя не вторая, какъ въ этомть примЪрЪ, 
а третья. 


Примфръ. 


1 А В С 
рее т Там Тот а 
Отсюда 
1 Ав— 1 ВОС —пе+но-ре- уе. 
При #=— й 1=—8А, А= -- 
рае 1 2в, В : 


Дафференцируемъ: 


0 — ЗАП СНОС 0-е —1--20е—пе-но 
откуда, при х = 1, 


О=В-2С, СЕ. 


Чтобы найти 0 дифференцируемъ второй разъ 
0 = 6бА ОС е-о ео, 


откуда, при 2 ==1: 


о=С+- 45, =и. 
Итакъ 


ей. О О ООС 
арен “то-то о. 


Если дробь не правильная, то по вычитанм всЪхъ простыхъ 
дробей должна оставаться цфлая функщя (или постоянная). Эту 
ифлую Функцио можно опредфлить помонию дфлешя числителя 
на знаменателя по пемамъ ариеметики. 

Примёръ. 
функш 

функщя я--1 

—1 


не состоитъ только изъ простыхъ дробей, 
РаздЪляя числителя на знаменателя, находимъ 


$ 80. Случай мнимыхъ дфлителей знаменателя. 


Если въ данной функция 


9(2}. 
Р®) 

Знаменатель ныВетъ мнимый дЪлитель 
х-а-5уи 


, 


то при разложены на простыя дроби получается дробь, вида. 


(и —а— 
гдв числитель можетъ быть мнимымъ, 
АЕ 


Разъ эта дробь встрЪфчается, то можно доказать, что ветуж- 
чается и сопряженная с нею дробь (пока этого доказательства не 
даемъ}. 


С-рУ-т 
@ пару 


СлЪдовательно, въ разложены на простыя дроби имфемъ 
сумму ихтъ; 
Сру- С—рУ-1 
ау + [и д 


1 


Въ такомъ видЪ результатъ отъ разложеня дробей съ мни- 
мыми знаменателями не признается окончательнымъ и требуется 
полученную дробь привести къ веществениымъ дробямъ. Требо- 
ваше это выполняется сл®дующимь образомъ. 

Сумма сопряженныхь инимыхь есть величина вещественная. 
Приводя къ одному знаменателю, имфемъ: 


{СЕРИИ (< е-еЪут 
Е» 
При разложеши числителя по степенямъ х, всф мнимые члены 


сократятся, а останутся только вещественные. Въ самомь дЪл, 
пусть но выполнен дЪйстЕ 


получимъ въ числитель 
9 -У—1$6), 
то отъ измфнены знака У — 1 перемфщаются только слагаемыя 
зислителя, но сумма 
2®--И—1Ф@) перейдетъ въ *®@—У=1. 5%). 
Такъ какъ сумма одна и та же, то 
$(х) == 0. 
Слфдовательно, сумма есть 
9 
Е ий 
Числитель есть функщя степени зе, сложиаго характера. Хотя 
она получилась отъ сложешя` двухъ простыхъ дробей, оказы- 
вается нужным ее упростить, раскладывая дробь на сумму дро- 
бей съ возможно простыми числителями Такая форма числи- 
теля получается, если замфчаемъ, что функщя ж-й степени, бу- 
дучи раздфлена на функцио второй степени, даетъ въ остаткЪ 
фувкцию первой степени. 
6%) == [( — + И) + Ме + М. 
Тогда 
6%} +) Ме М 
@-о-ний — ео РИ 1 6-97 


форму послЪдняго слагаемаго называемъ нормальныме видом 


вещественной простой дроби 6 знаменепелемь вы вид трехилена 
второй стенени, 


Дробь 


можно опять разбить на сумму простой вещественной дроби и 
дроби, которой является двучленъ степени т — @ ит. д. 


$ 81. Способъ неопредфленныхь воэффишентовъ. 


Способъ предыдущаго параграфа состоитъ изъ 2-хъ частей, 
во первыхъ, изъ разложеюя на простыя дроби съ мнимыми 
знаменателями, во вторыхъ, соединения сопряженныхъ коли- 
чествъ. Премъ этоть можно замфнить другимъ, состоящимъ 
вЪ томъ, что видё разложея данной дроби изъ предыдущаго 
извЪстень, хотя И не изаъетно, хечя значешя полунають 09ф- 
Фишентиы. Непосредственный премъ будетъ состоять въ томъ, 
что данную дробь представлятотъ въ видЬ суммы веществен- 
ныхЪ простыхъ дробей, но съ неопредфленными коэффищентами, 
а затЪмъ опредфляють эти козффищенты. 


ПримЪфръ. 


знаменатель возможно разложить на вещественные множители 
ЕЮ? «--1), слЪдовательно, такъ какъ каждый изъ 
полученныхъ нами множителей далЪе не разлагается на веще- 
ствениыхъ множителей, то мы должны представить результатъ 
въ вид суммы двухъ дробей съ трехчленными знаменателями 
и двучленными числителями 


Коэффищенты А, В, Сир намъ неизвъстны, мы должны 
ихъ опредьлить такъ, чтобы уравневе обратилось въ тожество. 
Уничтожая знаменатели, получимъ 


*— 1 = (Ах -|- В) ф#+П- (С++ 1); 
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опредёлеше неизвЪстныхЪ коэффищентовъ, можемъ сдфлать 
двоякимъ образомъ, во-первыхъ, выполнивъ означенныя дЪй- 
стая, получимъ 


1=А О-В АСР) + А—фв--С--р)--в--р 
Правая м лЪвая часть полученнаго уравненя должны быть 


тождественны, и потому коэффищенты при одинаковыхъ степе- 
няхъ д должны быть равны, т. е. 


АС, ВАНА В--С--р=0, Вр 1. 


Изъ этихъ четырехъ уравненй получаемъ, что 


А 1,В СЕ-ЬО +. 


Этотъ пруемъ часто употреяляется въ случаЪ многихь мин- 
мыхъ корней. Если же знаменатель имфетъ только 2 мнимыхъ 
корня, тогда практичнфе пользоваться слфдующимъ премомъ 
при опредфлени коэффищентовъ 

24-21 А 


О 


Уничтожая знаменателей, получимъ 
[А-В 0] О- +5) — 1. 


Отбрасываемъ вс члены съ & 1, что мы можемь сдЪ- 
лать, полагая 2 == — 1, получимъ 


—2%--1=(Сз--0)—2), откуда 


откуда 


ГЛАВА [Х. 


Неспредфленный интегралъ. 


$ 82. Первообразкыя фупкщи. 


Функшя, производную которой образуемъ. по отношенйо къ 
производной называется первообразной функщей 

Интегральное исчислене занимается нахожденемъь пернооб- 
разной Функщи по производной, т. е задаче! обратной задачЪ 
‚дифференщальнаго исчислешн. 

Общепринятый путь рьшешя этихь задачл» состоитъ въ при- 
мфнени и использоваи знай дифферевшальнаго исчисления, 
напр., если дифференщальное исчислене показывает, что 


(пу, 


то въ нитегральномь исчислент мы скажемьъ, что одна изъ 
функц, производная которой равна ©, будетъ е*, т. е. функшя 
6? есть одна пзЪ нервообризныхь Ффункшй @. Но #-- С, гдь С 
иЪкоторое постоянное количество, имфетъ такое же право па 
назваще первообразной функщи 6“, ‘ибо 


(еб. 


Слфдовательно, данная производная функщи имЪфетъ не одну 
первопбразную. Поэтому нашей первой задачей должно быть 
опредЪлене совокупности первообразныхь функщй, если одна 
изъ нихъ извЪстна. 

Основная теорема интегральнаго исчисления: Непрерывная 
Функция, производная которой равняется нулю, при веъть знапеатсь 
независилило перемъннаю постоянна. 


Доказательство мы основываемъ на теоремЪ о среднемъ зна- 
чеаи. 


Пусть дано 


Р® 


при всъхъ значеняхъ +. 


Беремъ значеше произвольное, наприм ‚ 2, и пусть перемфн- 
ное отличается отъ него на ‘Аз 


Е Ах. 
Теорема о среднем» значенм даеть 


И.) 


я 


или, по введени Ау = — 


1) — Ро = Рю за — шеф) . 


По условно имфемъ, что {’(2) =0, а потому 


Я [а, - зв — 0] ==0, 


слЪдовательно изъ уравневя (А) получается 


(а) — Ро) =0. 
Отсюда 


Ра) = Ро), 


и наша первая теорема доказана. 


Изъ нен выводится вторая 


Теорема. Деь фунищи, производныя которыть равны при всъаь 


значенять ‘цлумента, отличиотся друз оть дура на постоннное 
количество, 


Пусть даны двЪ функщи 7 (2) и 2(%) и пусть 
Г =). 
Образуемъ производную функции 


а — =), 


имфемъ 


и 


за] = — “@) = 


Такъ какъ производная этой сложной фувким равна нулю, 
то она будеть постоянна 


Е — 208) == С, 
и теорема доказана. 
Эту же теорему можно выразить иначе, 


Де первообразныя одной в той се производной отличны друз 
оть рум ни постоянное. 

Наша теорема не даеть указайя на т0, какое значеве при- 
нимаетъ постоянное количество С, о которомъ говоритея; зна- 
чене этого постояннаго зависитъ отъ другихъ давныхъ, и 
слЪдовательно, въ случа отсутстыя этихъ данныхъ, количество 
С можно оставить неопредЪфленныхгь; оно носить назваше пронз- 
вольной постоянной. 


$ 83. Интегралъ. 


При опредфлеши первообразныхт Функц оказывается бол\е 
удобных пользоваться не производными этихъ функний, а диф- 
ференщалами ихъ. 

Функщя /(), которая по отнощенно къ производной Ре) 
называется зервообразной, по отношение къ дифферепыщлу / 0) 4 
называется интераломь и условно обозначается 


Дет К 


Условный знакъ / называется знакомъ интеграла. 


Такъ какъ совокупность всфхъ первообразныхъ функщй вы- 
разжается черезъ прибавлеше произвольной постоянной С, то и 
совокупность всЪхъ интеграловъ даннаго дифференщала выра- 


зится черезъ 
УЕеда 


и называется неопредфленнымтъ интеграломъ. 


Нос. 


$ 84. Интегралы простЬйшихъь фуннщй. 


Во Ц глав въ теор производнььть нами были выведены 
производныя нфкоторыхъ простЬвихь функц; 


Пользуясь этими выводами мы дадимъ таблицу простёйшихъ 
интеграловъ; эта таблица имфетъ основное значене. 


1. Иншефааз степени. 


Чтобы найти интегралъ степени / х*@х, мы пользуемся из- 
вЪстной намъ формулой (2”)' = та 1, или, выражая черезъ диф- 
ференщалтъ, @(4”) —= тя” ах. 

Этотъ дифференщалъ, раздфливЪ на ш и полагая т = в НТ, 
можно привести къ виду 


отсюда видно, что 


есть та функшя, дифференыалъ которой равенъ аа; слфдо- 
рая 
0. ..... 88) 


вательно 
Г ат ' 


гдь произвольное постоянное С прибавлено согласно предыдущему 
параграфу. Эта формула примфнима при всевозможныхъ поло- 
жительныхъ н отрицательныхь, ифлыхъ и дробныхъ значеняхъ 
я, за исключешемь в == — {, гдЪ знаменатель обратился бы въ 0. 
Такимъ образомъ правило нахождещя интеграла степени можно 
формулировать слфдующимъ образомъ 


#1 == 


Интециль степени оть х равень степени, похазатель которой 
на единицу болиие, раздьленной на этотз увеличенный показатель. 
Нримфръ. 


а в 1 
р] но, у Г» 4 


Газ = за» = -|- С. 
2 


И. Ивтегралъ 


— 


не подходитъ подъ предыдущее правило, 


мы находимъ его значеше, если вспомнимъ, что @(109:) 


слфдовательно, 
Ча 


[7 = - С ...... (89) 


Н. Дега ей + ©, иене (90) 


на основан того, что 4(«*} == ах. 
1. Интефалы триюнометрическить функый. Такъ какъ 


9 (5: 1) == 0052 Ч, 
то 


сов аи == ярые хо. 94) 
такъ какъ | 
4 (605 ®) = — ит ах, 
и сл№довательно 
@{— с08 д) = авах 
то 
[вт 2 = — вза С... . о. (92) 


Эти двЪ формулы могутъ быть признаны за основныя въ теори 
тригонометрическахьъ ннтеграловъ, но къ нимъ полезно приба- 
вить и слфдуюния; такъ какъ 


й 
а (9) = со 


в 
=» (у. 


08’ 
такъ какъ 


ах 
—, или 9 (— сб) = р 


а (9%) = — 


еее (94) 


\. Цинлонетриместя фуниии. 


Такъ какъ 


9% 
Ч (те) == 5, то 


1х 


авс... . (9% 


И такъ какъ 


Ч (втезта) == т, то 


[3 
У!1—- 


У. Ловриомичееня фуннив. 


== ета + С. 


(96) 


Кром приведенныхъ формулъ есть еще три формулы, ко- 
торыя можно считать основными. Онъ въ лЪъвыхь частахль отли- 
чаются только знаками отъ формулъ группы \, въ правыхъ 
же частахъ мы имфемъ вмЪсто циклометрическихъ-—логарие- 


мичеся функщи. 


Такъ какъ 


1 
24а 109% + 


1 #—1 1 
п] Е 4409 # —1) 


1 45 1 а 


Я #1 8 эт 


то имфемъ формулу 


4; 1 8—1] 
Г = о с... 
Такъ какъ 
ИИ а&-Уттуи) а* 
4109 НУ -- = «ТУТ = УР 
и 
р йх 
209 В Ия—1 = У 
то имфемъ 
Де = н Уе-т 
Е = од & РУ... 
Их у 
рт = (ту О. 


(97) 


$ 35. Методы интегрировамя. Разложеше интеграла. 


Методы интегрирован иммотъ цфлью приведен е даннаго 
интеграла. не встрфчающагося въ числЪ основных интегралов, 
къ виду, или основнаго интеграла, или суммы основных инте- 
граловъ. Главные методы интегрированя--слдуюнце: Разложе- 
ше нитеграла, интегрировае по частямъ, замфна перемфннаго. 

Теорема 1. Интераль суммы равень сумлиь интераловь снрав- 
мыла. 


Такъ какъ 


Род -- 2) =/ Ио эре = (ох нц 


К) = Уго И 92) Х (9х, 
то, са5довательно. 
Про ем = ДР Дейн о. 00 


Таким ке образохгь доказывается 
Инпиарале разности разень разности интераяз 
Примфръ. 


Пусть требуется найти 


Мы не находимъ этого интеграла въ таблиц, но, прибавляя 
и вычитая въ чиеслителВ по единицЪ, получилъ 


1 
147 


а ] 04 
Ил — тв; 


теперь на оснований формуль 


поэтому 


2 
и 


Теорема 2 Иншараль произведен постоянна на функцию ра- 
енг произведен постоянно на интециыь функ. 


Дабеди. = Е. 


а — вех -- С. 


ИИ 


Въ самомъ дЬль 


Даг’ одаз = Доре] == 9 


и 


в да —а[ (+) 


поэтому 


Гар вдав-=а Г Рада (и. (101) 


Это значить, что постоянную можно не только вынести изъ 
подъ знака интеграла, но и внести, если это окажетсн нужнымъ, 


Примфръ. 


Нахолилгь интеграл цфлой рацюнальной функщи, пользуясь 
методомъ разложешя 


Гай ъь + дав == [ааа + авиа ++ Дейв 


$ 86. Интегрирозане по частямъ. 


Въ дифференщальномЪъ исчислени выведена теорема о про- 
изводной произведентя двухъ функц м и в. 


{ноу = и’ -Н шо. 
Выражая въ дифференщалахъ, имъемъ 
(изу аз == и’ аа -- вой. 


Переходя къ интеграламъ и помня, что интегралъ суммы 
равенъ сумм интеграловъ, имфемъ 


Г {ируав == 1 на +/ ох, 


Г (в5)' 4х == ви, 


или, такъ какъ 


то 
ив — / а’ / ти’. 


Эта формула выражаетъ соотношене между двумя ннтегра- 
лами, поэтому она можетъ служить для того, чтобы выразить 
одинъ интегралъ черезъ другой и обыкновенно пишется въ 
слЪъдуощемъ видЪ 

Г зоаь = ие — она (д ‹ (08 

Примфнеще этой формулы къ упрощенйо интеграла назы“ 
вается интерироване 70 частям. 

Сушность состоитъ въ томъ, Что подъинтегральнан фувкщя 


раскладывается на два сомножителя: одинъ изъ нихъ в, а дру- 
гой ©’. Изъ послфдннго опредфляемъ 


в = / г’ 


и вводимъ въ правую часть формулы (108). 
Производство дЪйствя покажемъ на. примфрахъ. 
Примфръ 1. 
Данъ интегралъ 
Даев. 


Мы беремъ и = 2, %' 4% == созх.4х, отсюда 


@н = наз = а =/ "4% =/ 603 5.4% = т. 


Подставивъ эти выражен въ формулу— (102), получимъ 


Дзововандв = ря Дате. Ча = 2. та | 08% -- С. 
ПримЪръ 2. 
Г 09 5. 4%. 
Здесь положимъ 
р = 00%, Че == а%. 


Отсюда получимъ 
4% 


ав = ;% = 41 =% 


поэтому 


1. 
Длорьак ща ] т = в #- С. 
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При пользоваыи методомъ интегрировашя по частямъ сл%- 
дуетъ обратить внимаше на то, что интегралЪ въ правой части 
не долженъ быть сложнфе интеграла въ лфвой. Для этого можно 
дать слфдуюнин указав: если въ подъинтегральную функцио 
входятъ Функши логариемичесяя или циклометричесыя, то въ 
виду того, что производная этихъ функшй имфетъ видъ алгеб- 
раической функши, мы эти функщи принимаем за „и“. Отъ этого 
въ правой части изъ подъинтегральной Функщи исчезнутъ 
трансцендентные множители. Если входитъ въ данную подъин- 
тегральную функцию ироизведеше цфлыхъ положительныхь сте- 
ценей х на показательную или тригонометрическую функцию, то 
эта цфлая степень принимается за „ии“. 

Этими указашями пока ограничимся. 

Во многихъ случаяхь интегрироване по частямь само по 
себЪ, не упрощаетъ интеграла и даетъ только возможность даль- 
нЪйшаго упрощеня. 

Примфръ. 
/ ег оз #-ал. 


Здьсь можетъ быть сомнъые, какъ преобразовать формулу. 
ПринявЪ 6“ = и, с08 5. @% = @р, слЪдовательно 


о 4 


Я у = Г 608 = аж = вй 
имъемт, 
/ 2 603% @% = е®. те — Гезтоаь ... @). 
Приняв | 
605% — в, е* ах == 4 


3 2 4х = аи, й 2? 45 == е® = 9 


получимъ 
Де сова. 4х = #. с08& + / =. т. аа ... (6). 


Каждая изъ этихъ формулъ не даетъ искомаго интеграла, 
но отъ сложеншя ихъ мы получаемъ 


2 ==. 6052. @6 = в®. 8% 4 е*. 6082. 


Газдфлимь еще на 2 и прибавамъ произвольное постоянное. 


, 2. 8 
е?. 608 3. Чх = 


208 2; 
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8 87. Ингегрирозаще посредствомъ замфны перемфннаго. 


Сущность этого метода заключается въ томъ, чтобы упро- 
стить въ подъинтегральной Ффункщи часть наиболфе сложную. 
Это будетъь имЪТь мфето, прежде всего, всяюй разъ, когда 
мы имЪемъ причину предполагать, что подъинтегральная функ- 
щя есть производная функщи отъ функции. 

Если наиболЪе сложная часть подъинтегральной функци 
упрощается посредствомъ введешя новой перемфнной, какъ 
фунющи отъ & 

у = 5%), 
то мы стараемся во всемъ интеграл замфнить перемънное х 
новымЪ перемфннымъ у. Съ этою именно цфлыо нужно замф- 
нить 4= дифференщаломъ новой перемнной; нзЪ у=() полу- 
Чаемъ 
Чу = 2’ (®) аа, 


отсюда 
у 
= У’ 
тогда 
| гу 
] (ав == ] у 
Если мы функцио 
(=) 


98) 


представнмъ въ видЪ функщи отъ <), напримЪръ, Е2(#), то мы 
уже имъемъ дЪло съ интеграломъ новаго перемфннаго 


то, 


посл рёшешя котораго нужно внести вмфето у прежннюого пере- 
мЬнную , по уравненно 


Примьръ. 


Вводим у чрезъ подстановку 


их == у. 
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Дифферениировашемъ отсюда получаемъ 
а. ах = Чу. 
и далбе 
у 
“4 


ей — 6. 


Поэтому по формуламъ (101) и (93) 


“ те: 1г [2 
Денаь = [ ЧИ | мау «С. 


& 


Вводя опять =, нолучимъ 


вх 
ее — С... .... (0) 
Въ этомъ случаф и во многихъ другихъ—напримръ 
у ру р 
12 
Лоде, 


ах 
а =уи` = @у, 


гдЪ мы вводимъ 


откуда получаель 


45 1 1 
1 И 28. я--Е — Е 
оо я Г» Чу = р с #Т (109 2) + С, 
— строй интеграла самъ по себф указываетъ на новое перем нное. 


Точно такъ-же интегралъ 


605 2 4% 
(20 
зи" а < 


упрощается при подстановкЪ 3 5 =, и, такъ какъ ду == с08  @7, 
принимаетъ видъ 


ау то ур 
Гота тс 


или по введени 2 


508 & 4% 1 
= | 4 
Г ЗВ; (и — Пя 1 с... (40) 


Нитеграль 
/ сут @х 


представляеть собою исключенный въ предыдущемъ примфрь 
случай ==, такъ какъ его можно написать въ видь 


Г со 
за ‘ 


При у==зтх онъ приметъ видъ 


у 
Г ум 


й у со 


$ 88. Двучлены и трехчлены перваго и второго порядковъ. 


итакт 


= рта С. . . . . (05 


Вхоляшин вЪ составъ даннаго интеграла неопредёленныя 
постоянныя слёдуетьъ исключать по мьрь возможности, помощио 
подстановокъ, имбющихъ цфльо приведене интеграла къ воз- 
можно простому виду 

Изъ числа такихъ подстановокъ мы имфемъ въ вилу преи- 
мущественно слёдующи двЪ. 

1) Если постоянное & и перемфнное х однородныя величины, 
т. е. если онё встрфчаются или въ одинаковыхъ степеняхъ, или 
сумма показателей ихъ одна и таже, то возможно произвести 
упрощене, дфлан подстановку ; ву; при х == ау, ав==айу по- 
лучимъ напримфрь въ интегралЪ 


й 44 
У 


ву ау 


Ун-ей У 


== те ту + С 


й 
а поэтому 


[2 о @ 
у = оз 


Точно такъ-же будетъ 


4% Га 1 у—1 
Г а тес Тс 


+... .. (06) 


[о 


или 
1 #—а&а 
== За 9 ео (07) 
и 
1 ау 1 & 
ре = Г == 8 Ра С. (08) 


2) Если подъинтегральную Функцпо можно разсматривать 
какъ функцио двучлена первой степени, то можно принять этотъ 
двучленъ за новое перемфнное. НапримЪръ: 


1(е— м) 
= Г: = т = №9 @ — м) С. 


Чтобы найти 
й 5 (аз + бах 
положныь аз --ф = у, тогда: Чу == а4ф и поэтому 


[о 1 
Е (ак -- В) ах == аъ. и = Га уву = — 1 0%у + С. 


или 


Е (ав + В == - 608 (в -О-С.. . . 409) 


3) Трехчленъ второй степени возможно привести къ виду 
двучлена второй стенени. 


Этимъ мы воспользуемся, чтобы приводить интеграль, зави- 
сянМя отъ такого трехчлена, къ упрошенному виду. Такъ какъ 


(ее Ш 
=” а 


ай 2 + 


то въ подобныхъ интегралахъ естественно ввести новое пере- 
минное у == 02 -|- $. 


Напримёръ 


нЕ 4х -/ вах 
а Ре Ут -е-о` 


Полагая а -- 6 = у, получимъ 
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Мы здЪсь различимъ два случая: а) че — И >> 0. Полагая 
ие — В ==, и имфя, согласно формул (108) 


"“ Чу 1 у 
Г; = а = С, 


находнмъ, что 


Чу 1 ео й 
2+” Уш-ы Му ег сию 


< 0. Полагая пе — = — 2, ныфемъ 


И = 
2е уе 
о аа УЬ -аб с. 
Ув 99 А ео РУ В ав К 


. (1) 


Мы вилимъ изъ этого примфра, что ннтегралъ, зависящий 
отъ неопредфленныхъ постоянныхь, отвЪчаеть или той или дру- 
гой первообразной функши. Это обстоятельство возбудило насъ. 
рядомъ съ 4-ой группою основныхъ интеграловъ, ввести 5-ую 
группу. Для нахождешя интеграла 


а 
7 Тао, 


р 


мы можемъ преобразовать его ТЪмь же способомъ, канъ и пре- 
дыдуций, но при этомь знакъ коеффишента « окажеть свое 
вшяне Въ самомъ дЬлф при ах -- © -= у имфемъ 


] 4х ду 
У у Уж 


Если теперь «> 0, то возможно вынести изъ подъ знака 
интеграла У @ н получимъ, примёняя способъ, указанный въ пер- 
вомъ номЪрё этого параграфа, и принимая во внимане фор- 
мулы (98) н (99), 


== уро ем) + С. 


Поэтому 


4% _ 
Ус 


р -- уе ЗЕ Эа ©} -- С. 018) 


1) Если же в < 0, то слЪдуетъ вынести изъ-подъ знака ин- 
теграла У — а, тогда получимь 


) . Е-Ь д 
т уро С (5. 


$ 89. Фуннши; зависяния отъ степени независимато перемЪнваго. 


Если данный интегралъ представляется въ видь 


] Кн) тах 


то подстановка 2” ==у упростить его; т. к. ду == в. 2—1 ал, то 
интеграль получитъ видъь 


1 
4% 


] 2 ау. 
Напримфръ 


й 9х УЕ и — а“ 
ата ПРИ 8 =, 4 = УЕ 


переходитъ въ интегралъ 
ау 
2 ГЕ: 
Г аз Зави УЕ-- С 
иду в ^ ТР 


Точно такъ-же 


— атс щу- С, а потому 


дах . 
3.2; При & == у будетъ: 


Уя-т 


Чу 


Да и, если у—Т ==, то 


слЪдовательно 


{114 


Здьсь впрочемъ замфтно, что возможно сразу примЪнить нод- 
становку # —1 ==, такъ какъ по введен д’ == у знаменатель 
обращается въ степень двучлена. 


2) Интегралу можно дать другой видъ 


, й Рада" = 1# м 


или, полагая аа = Е”), 


Г Е (”) 


Здьсь подстановка #* = у или ив бух =={09у дастъ в 


ры 


Въ этомъ вид иногда легче опредфляется степень отъ 2, 
которая служила-бы новымъ перемвннымъ. Вапримфръ 


1. 


& 


нтакъ 


- при 27 ==у дастъ 


—1 
ри 
2 ууу 1 


Чат е ул, ду = 2 24 


и при у. 


== ше ша-- С 


итакъ 


3) Если въ знаменатель функщи входитъ д или степень отъ 
д въ видЪ множителя, то очень часто примфнима подстановка 


Наприм®ръ предъидуний интегралъ получится проще помо- 
щИю этой подстановки, мы находим: 


а? ау | 
Ут Ут Е. 91с с0зу С 


1 
аи 608—- --С.(16) 


Не только премъ, но и результать его отличается отъ 
вышеприведеннаго большей простотою. 


1 
При слъдующемъ интеграл у 259 дасть: 


или, на основаны (114), 


Ка __ Ут 


$ 90. Интегральный биномъ. 


Интеграл вида 
/ “ах НЫ" зв аз 


интегрируется въ слузаЪ анълаю положюелпельною п, по предвари- 
тельномъ разложеи степени по биномальной теоремЪ, какъ 
интеграл суммы. 


Если же п не цьлое положительное число, то задача ослож- 
няется. Она въ слфдующихь двухъ случаяхъ, при введен но- 
ваго перемЪфинаго, сводится къ указанному сейчась случаю. 


1) Напишемъ иятегралъ въ видЬ: 


1 
Г рн бт. 
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Гогда ясно, что возможно ввести какъ новое перемЪиное 
двузленъ аз" 5 ‚ волЬдетые види да == у имфемъ 


Я _ 4 Чу 
— тт ^^ ту-В 
и 
Г Чх 
ее Ро фун оч — 
] (а Ре < и 
1 гурт 
= ма | |“ та .... (М 


а этоть послёдый ивтеграть можно найти, если 
лое положительное число. 
2) Если же напншемъ интегралъь въ вилЪ 


| (вет аиетьы Че 


И введемъ ва" == у, то ифу-т-1 Ча == цу 


и 


а поэтому 


ь , — + 
Те Ч пи ут в+т 4 - - Г» (> их бу 


а й у-а’ 


Этотъ интеграль будетъ того-же вида, какъ данный, и ин- 


в 1 
тегрируется, когда и цфлое положительное число. 
1 


$ 91. Послфдовательное упрощене ивтеграла ‘рац:ональной функции. 


Разложеше подъинтегральной функши, интегрироване по 
частямъ и введеше новаго перемфннаго представляютъ собою 
три главныхъ способа интегрироваяя. 

СовмЪфетное примънене двухъ изъ НихЪ или вовхъ трехъ 
необхолимо при вычислении многихь сложныхъ интеграловъ. 

Успыиность интегрированн но частямъь зависитъ отъ удаз- 
наго выбора Частей; а этотъ выборъ Часто обусловливается 
тТЬмъ, что проведеше нфкоторой подстановки упрощаеть лишь 


часть подъинтегральной функши, между ТЪмгь, какъ другая 
часть предетавляетъ собою простую функойо отъ я, принимаю- 
шую при подетановк® сложную форму. Тогда эту не упрощаю- 
щуюося часть можно принять за Функцно и, а упрощающсн 
дифференщаль за 4, и интегрируютъ по формулЪ 


а Ир == 5 —/* 4ь 


Если, по интегрирован по частимъ интеграль /» {и оказы- 
вается прннадлежащимтъ къ типу даннаго интеграла. но въ срав- 
неми съ нимъ болЪе простого внда, то повторение того же са- 
маго према можетъ привести къ еще болфе простому инте. 


гралу и т. д, пока не получится интегралъ уже не допускатоций 
повторешя према 


Такой премъ носитЪ, назваше метода посльдователанае утро“ 
щема посредстволгь интегрированя по частямъ. Иногла необхо- 
димо предварительное разложеше даннаго интеграла, иногда раз- 
ложев!е полученнаго интеграза,—в%ъ такихъ случаяхъ стараются 
придать полученному результату такой видъ, что вторичное при- 
мфнеше его можно слЬлать по аналоги. Мы примфнимЪъ этотЪ 
методъ къ инзегрировани сложныхъ рацоиальныхь функц. 


Мы раземотримъ здесь 


1) Интераь ращйональной функии, знаменатель которой состо- 
из» из5 степени двучаена оторою порядка, @ числитель изь степени 5. 


2” (а 
2 зн › (ГД # > 1. 
и) 


Предположеене, что подстановка 


Ха -ну, 2 хдт == ау 


упроетить интегралъ, не оправдываетесн, такъ как введеше 
значенн 4х въ числитель даетъ: 


а посльдующан за?мъ замфна знаменателя степенью новаго 
перемфинаго даетъ 


Дальнйщее же проведеше подстановки усложнить опять 
видъ интеграла; мы интегрируемъ его по частям, полагая 


Чу 
р 


и = и Че 


слЪдовательно 


1 р у: 
= (т — Па?  в= д 
ав 2 (# 0 о ие Чу = 1 


откуда, по формулЪ (102) 


Га-тау _ 1 в. 1 
— ар аиа И 
2 —Зе—п! ия 2(#—1 
или, по внесеши значешя у 
] аи 4 о ‚р м 24 1 
[Е 2. реет 2%—0 рае 19) 


Мы видимъ, что здЪсь интегралъ разложенъ на двЪ части, 
одна - ращональная функщя, пругая,--интеграль того-же типа, 
какъ искомый интегралъ, но боле простой, такъ какъ въ немъ 
знаменатель представляет собою степень (в — 1)-ую двучлена. 

2) Если в==0, то второй интегралъ получить видъ не 
упрощенный, а напротив болЪе сложный, такъ какъ 25° входить 
множителемъ въ знаменатель. 


Чтобы предупредить это усложнеше, мы предварительно видо- 


измънаемъ интеграл» 
] 4х 
а) * 


Способовт, къ этому имфемтъ два, первый состоить в» том, 
что мы вводимъ новое перем нное 


тогда 


такъ что 


Г. 4 __ 1 " ИВ 
а а ие) 


и когда >> 1, второй интеграль имфетъ видъ разобранвый. 
Случай же я = 1, при подстановкЪ 5 = ву, даетъ одинъ изъ ос- 
новныхъ интеграловъ. (См. стр. 163). 


Второй способъ, боле употребительный и болВе непосред- 
ственный, состоитъ въ измфвеши числителя 1 ращональиой 


функци. Мы пишемъ 
= 1 й ах 1]. = ве 
у И) ет (+) 


Второй интегралъ преобразуется по формулЪ (119) и даетъ 


45 аи 
у ее У @+ 


1 


ей 1 2 


Е х 
Г ео 2-1 феи 2% Пу ее 


Соединив съ первым интеграломъ получимъ 


(Е 
Дает 


Ча _ & . 2#—3 1 
/ ра т петр Ги 


какъ формулу, дополняющую формулу (119). 


Интегралъ во второй части можно упростить тьмъ же спо- 
собомъ, какъ искомый интегралъ. Но въ повторени ‘самаго пр- 
ема нЪтъ надобности; формула (А) имЪетъ достаточно общ 
видъ, чтобы воспользоваться ею вторично. Вводя въ нее я — 1 
вмЪето и, имъемъ 


й & 2—5 Г 
У и ие (4 = Е 


такъ что 


Г: а _ 2 (2—3) т , 
ее ба + би Фи Ааа т 


‚ (2—8) (# — 5) >| 
Г Ри Ай а 
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Если продолжимъ послёдовательное примънеше формулы (А), 
то послЪднШ интеграль постепенно упрощается и наконецъ 
получится 
, {2"— 3) 
ПТ ие т 


[ Ч 
Ут = я 
9..8. , 


и 
+65 


1 х 
такЪ какъ послфдый интегралъ равен уе НЯ в 


$ 92. Интеграль ращональной фуннши. 


Въ предыдущей главЪ доказано, что ращональную функцио 
можно разложить на сумму ЦЪФлой Ффункщи и простыхъ веще- 
ственныхъ дробей 

А А-В 
у 
(та ^ [(@-—-т+ 


}" ` 


Поэтому интегралъ рацюнальной функщи можно разложить 
на сумму интеграловъ положительныхь степеней перемъннаго 


м а -1 
А] = АЗ, 


сумму интегралов отрицательныхъ степеней двучленовъ пер- 


вой степени 
Ава) 
А —9 = _ ВЕ” 


А Г (и — а) 195 = А 100 (в — а) 
и сумму интегралов вида 


Е и т 2 


Если въ интегралЪ этого вида вводимЪ + —в==у, то онЪ 
упрощается и при этомъ разложится на два интеграла 


т .._ 9 
Г ор 9 ТВ ] ам 


Первый изъ интеграловь получится помощио подстановки 
УИ =, такь какъ 


Г Аубу та й2 1 1 
УЕ А) "АЗ и 


или 
[ А —д@ _ А _; 
Ее НР  21—в) (ева › или, если в — т, 

А (2— а) @х 1 В 

щи = ЗАМ [(@& а Е 
между тЬмъ какъ интеграль 

4 
Е 


опредфляется согласно предъидущему параграфу по способу по- 
слфдовательно упрощеня. При этомъ получимъ сумму простыхъ 
дробей и круговую Функцио. 

Въ результать имемъ: Интешаль разйональной функийв со- 
стоите изв разональной функции, суммы лозариомовь отг функ 
первой и второй степени и суммы круювыль функий. 


$ 93. Подстановка въ интегралахь тригонометрическихь фунншй. 


Интегрироваше сложныхъ тригонометрическихъ функц про- 
изводитсн а) посредствомъ разложеня данной функщи на сумму 
простыхь тригонометрическихь Ффункши; 4) посредствомь под- 
становки, преобразующей интегралъ къ виду интеграла ращо- 
нальной функщи, с) посредствомъ послфдовательнаго интегри- 
ровавйм по частям. 

Первый изъ этихъ способовъ состоитъ въ замЪфнЪ произве- 
дея двухъ тригонометрическихъ Ффункщй суммою или разно- 
стью функц, аргументы которыхъ представляютъ собою сумму 
и разность аргументов данныхь функщй. 


1 1г 
Г 205 ал сз а ав ==; | соз (а -- В) 45 | 03 (@ — В) 


_ т вез, 1 еде | с 
1 о а а—6 у 


млн 
Голов 
или 
608% +- с08 82 
Е ЕАК 
*созх -|- с08 3% -- 0852 1 6087 
= у ах 
ы 4& 
ВЕТ 80 | 972 с 
4 1 12 т 20 т 28 1“ 


Это упрощеше однако возможно только въ случаф зиънидь 
рацюнальныхь Фувкцщи. 

При болфе сложной зависимости придетси ввести новое не- 
зависимое перемнное. 

Начнемъ съ того случая, когда требуется найти интегралъ 
функши отъ тригонометрической функщи ух. 


в (из) а. 


Положимъ 8 == у слфдовательно с == вс ву и а = 1 


ау _ 


тогда интегралъ примет» видъ 


те 
Е (юз) == | Е(у 


Нримфръ. 


ах ау 
Леня Лока 


Раскладывая ращональную функцио на простыя дроби 
1 __ А + ВУ 
оча-+у) — уфа УЕ 


находим по умножеши на общаго знаменателя 


1 АО Ои-® 
по приемамъ 8 81, что 
1 в 
А ЕВ Ф-Т 


такъ, что 


р ау [ ау 1 уау 
Лота ^ ет уа о ФЕТ 
4 
в? Ч ДН +Т 


1 В 4 
ТЕТ 19 (у) — ра ы: п у) Г ядере у С 


1 , 
1197-99 2094 Е’ а) 


| те РС 


1 [2 
и й | И 
тт 209 ($ х 1 а с0зз) + ЕТ 2+ 


Перейдемъ отсюда къ тому случаю, когда дана функшя отъ 
51% И ОТЪ 6082; если мы съ цвлью интегрировайя выберемь 
за новую перемфниую эх или с05х, то не всегда получим 
интегралъ рацщюнальной функши. Это послфднее достигается, 
если положим 


1 
уу =у 
Такъ какъ 
| 2 ута 1— та 
$1 & = -; 608 & == 5 
ты ° те 


то имфемъ при этой подстановкЪ 


__2у 2 р 24а. 
аа, 605 % ‚ 2, =1г 
Поэтому 
О» {5 5, 605 #) шв — (122) 
Примьръ 1. 


Г 4% 1-+и 2 ау [9 = с 
У та . у ТУ’ Чу = му 
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или 
(123) 
И 
мт те 
4 1 952 = 
— — о | 94 
=. мт, О ши (1 т НС (124) 


ПримЪфръ 8. 


Й 4х 
/ 5140085 | 


при подстановкь у=3»л этотъ интегралъ приметъ видъ 


2 42 2 
зря 3 092 тС 


и поэтому 


Че 2 1 1 , 
5-40: 8 с 3 (>=) С. 


Въ болье сложныхъ случаяхъ къ интегралу примфняется 
способ» посл®довательнаго упрощешя, а только къ послфднему, 
не упрощающемуся далыне помощпо интегрировая по частямъ, 
примЪняется изложенной здЪсь методъ. 


$ 84. Интегралы степеней тригонометрическихь функц. 


1) Нитегралъ 


въ котором в и п цфлыя числа, изъ которыхъ т > 9, в > Ъ, 
при подстановкЪ эх == у, Чу == созх 4х получить видъ 


ы й 
] сове-ьа 
р Г. 


107 


и, если положим”ь с08"—1 хи, а = г, слфдовательно 


у" 
Г уе 
Ф= из 9 — ‚ и ==> т — 1) 05" зб Чо 
у —в-+1 ‹ ) , 
то при интегрирован по частямъ получается 
Чу с в 9—1 [сот хат 2х 
сот «— -, ы 
зу" ш— Пу в—1 у- 


или, по введен 2 


Г 08" 5 ах 
57 & 
и интегралъ разложенъ на двЪ части, изъ которыхъ вторая 


представляетъ собою интегралъ, въ сравнени съ искомымъ 
упрощенный. Случай т ==0 исключенъ нами. 


1 
в—1. 


Мы рыпимъ его отдфльно; чтобы найти 


4% 
Ы яз’ 


мы замфияемъ числитель [| черезь зиРх -- 0% ж и расклады- 
ваемъ интегралъ 


4х Й 4 
эт зат? 


что и даетъ по сложени 


4% 608% ,#—а 
5х (Пт РГ 


(126) 


Напрамбръ, по этой формуль 


208 2 
та 


Случай в==0, хотя и можеть быть ршенъ по формулЪ 
(125), требуеть еще дополнительное преобразован. Изъ фор- 
мулы (125) получимъ 


оо ха = т 0—1. те -- (и — 1) Гоовть- ра 


Въ интеграл правой части замфвяемъ эй” 5 черезъ 1 — со 
такъ что 


14 (в—1) / воз» хат, 


/ созтйеесов" Пиза и— 1) Й 09" 


переносимъ послфднй интегралъ, представляющий собою (в— 1)— 
кратное искомаго интеграла. въ лЪвую часть и раздфляемъ на ви: 


ДГ созн а4ё — тов + ро 605"? зат. (127) 
3 и 

При посльдовательномъ интегрирован по частямъ мы въ 
каждомъ изъ трехъ приведенныхъ случаев, приходимЪъ нако- 
нец»ь къ болфе простому интегралу. Такъ какъ показатель сте- 
пени при каждомъ интегрироваши убываетъ’ на двЪ единицы, 
то при в четномъ послВдай интеграль не имЪетъ знаменателя 
а при я нечетномъ, послфдн!й интегралъ имЪфет”ь знамеиателемь 
зт т, 

Но интегралы 


Г 608 2х ] 4х 

у зто и 5% 
уже рынены нами [форм. (105) и (123)], поэтому слфдуетъ го- 
ворить еще только объ интеграл\: 


Й воз" йе 
за ' 


но этотъ интегралъ упростится при введен со. 1—7 и 


с05"—2  (1 — 5? 605" — р . 
Г - ) Ч: = | - .—- ах И. с05т—? и хх 
зт 81 $ 


ГАЪ первый интегралъ въ сравнеши съ давнымъ упрощенъ, & 
второй опредфляется при помощи подстановки воз знает, 


такъ что 
Г сотах _ соя" + Г 605" 
тв  т-—1 1х 
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$ 95. Интегралы фуннщй, завизящихь оть нвадратнаго иорня изъ 
функши второй степени. 


Въ 88-мъ параграфЪ мы видфли, что функцию второй сте- 
пени можно, при помощи введешя новаго перемЪннаго. преобра- 
зовать къ виду а (2-1). поэтому квадратный корень изъ такой 
функщи, по вынесении численнаго значешя в можеть быть при- 
веденъ къ одной изъ трехъ формъ 


УГ УГ УуГг 
Если подъинтегральная функшя зависить ращонально отъ х 
И одною изъ этихъ корней, то возможно, посредствомъ введетя 


ново перелльннию, преобразовать его въ интешил ралйональной 
функции. 


Пусть данъ 
й Ев, Ут = 1) 


гдЪ черезъ № обозначена разональная Фувкщя, тогда, при вве- 
денши у посредством подстановки 


УТ = у-2& 
мы можемъ представить х и ИУ? =1 въ видЪ ращовальныхь 


функц отъ у. Въ самомъ’ дЪлЪ. при возвьшени въ квадратъ 
полузимь 2 5 1 = у?’ —Вау- ай и отсюда 


„= 


у 
и слфдовательно 


У = 


Далфе находим 


4% ==- 


а поэтому 


ебут = 5 = 2 (= (= № 


а въ правой части у насъ интегралъ ращональной функши. 


Эта формула встрёчаетсв у насъ среди осиовныхъ формулъ: 
она помЪищена туда только въ силу того, ато она часто встрё- 
чается 


Такилгь образомъ, подстановка наша примБнима. въ случаях 
перваго и второго видовъ радикаловйъ. 


Для третьяго случая имфемъ другую подстановку 


откуда 


такъ, что 


—_ 1-2 
ебу т %— ДЕ, тя 


гдЪ въ правой части имфемъ интеграль рашональной функши. 


Повтому интераль функций, завистщиоь отё квадратнало корня, 
изв функшйи оторой степени, можеть быть проинтеирированз посред- 
ствоме приведена ео ко виду инзлиерала раиаональной функийи, 


Этотъ результать важенъ съ теоретической точки зръшя, 
такъ какъ онъ убЬждаетъ нас въ’ возможности опредЪлен 
интегралойъ этого вида. Если же требуется найти первообраз- 
.выя функши, то мы примЪияемъ изложенный способъ лишь въ 
простЬйтихъ случаяхъ. примфняя для боле сложныхъ инте- 
граловъ способу», послЪдовательнаго упрощеня. 
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& 96. Послёдовательное упрощенше интеграловъ ирращональныхъ 
фунвшй. 
Для нахожденя интеграла 
27 
уг я, 
мы вводимъ УТ — 2" ==у, велЪдетые чего 
ах 


ИГ’ 


‹ 


ау =-— 


тогда 


д" аа й 
Утв = — | “ау 


и при интегрирован по частямъ 
Да думу (и— 0 - ух 
или 


ай ах 


ия= — ут #— 1 оке ИТ а 


Чтобы привести интегралъ въ правой части къ виду инте- 
грала лЪвой части, умножимь и раздфлимъ на УТ, тогда 


ой а. 


27 ах ИИ 2—2 (1 — 
а — 


Въ правой части интегралъ распадается на разность деухъ 
интеграловъ; если второй перенесемь въ лЪвую часть, то 


57 @5 и Г: д"—? 
И! 2 У1-ш 1—1 и 


и по дБлеши на п 


Г 22. 45 ут , п Г. я-а 
Утв — т гм ут—@®' 


Это и будетъ формулой приведевя. Такой же способъ слу- 
жить для опред®левя 


Ги: 


| ах == Ди 45. 


Тогда 
Де Чт ау — п Ди Чу 
2 
у 


Дл Че = ат -- и Да у- а 
вводя 27 = 1 — у’ иыЪемь 


Де @х == ау" + п т ЧЕ До Че 


наи такъ камь Чу == — 


НлН 
®— о/ит- а авт + а Ги Рау. (129} 


НапримЪръь при ® = 1 


о о °  П% 
аут 2 в ==ву1т-® + Ля 


ПЯН 


и 1 ——. 1 
Гу — = зу - > воз в С. 


